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Th éorie de Galois des extensions de corps

Tous les corps que 'on considérera dans la suite seront supposés commutatifs.

I. Extensions de corps
Tout d’abord une définition :

Définition 1.1. Soit K un corps. Une extension de K est la donnée d’un couple (L, j),
ot L est un corps et o j : K — L est un homomorphisme de corps de K dans L.

Un homomorphisme de corps j : K — L est nécessairement injectif. On identifiera
souvent K et son image j(K) dans L, de sorte que, & isomorphisme pres, K peut étre
considéré comme un sous-corps de L. Il n’y a pas en général d’inconvénient a faire cette
identification. Dans une situation cependant cette identification est a proscrire : celle ou
K = L et ou j est un automorphisme de K. Si L contient K, (L,7) est une extension
de K au moyen de I'injection canonique ¢ (donnée par I'inclusion). On omettra souvent
I’homomorphisme j pour désigner une extension (L, j) de K. Si L est une extension de
K, le corps L est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel sur le corps K.

I1.1. Eléments algébriques, Eléments transcendants

Soient K et L deux corps tels que L contienne K. Soit o un élément de L. Le plus
petit sous-anneau de L contenant K et « est 'ensemble K [«r] des expressions polynomiales
en «. Son corps des fractions, que I'on notera K(«), est le plus petit sous-corps de L
contenant K et o. On dit que K () est une extension simple de K.

Soit X une indéterminée. Considérons I’homomorphisme d’anneaux
Yo : K[X] = Kla]

défini par les égalités ¢, (a) = a si a est dans K, et par ¢, (X) = a. Il est surjectif. Soit I
son noyau. C’est un idéal de K[X]. Deux cas peuvent se présenter suivant que I est nul
ou non :

Définition 1.2. On dit que « est transcendant sur K si I = (0), et que « est algébrique
sur K si I est non nul.

1) Si « est transcendant sur K, il n’existe pas de polynéme P non nul de K[X] tel
que P(a) = 0. L’homomorphisme ¢ est dans ce cas un isomorphisme de anneau K|[X]
sur K|a].

2) Supposons que « soit algébrique sur K. Dans ce cas, ¢, passée au quotient réalise
un isomorphisme de K[X]/I sur K[a]. On déduit de 1a que I est un idéal premier, et
puisqu’il est non nul, il est en fait maximal. Cela montre en particulier que K|a| est
un corps. On a donc 'égalité K|a| = K(«). Par ailleurs, il existe un unique polynéme
unitaire P qui engendre I. Puisque I est premier, P est un polynéme irréductible.
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Définition 1.3. On dit que P est le polynéme minimal de o sur K. Le degré de o est
le degré de P.

On peut résumer ce qui précede par le résultat suivant :

Proposition 1.1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ’élément o est algébrique sur K ;
(ii)) on a K[a] = K («a);
(iii) le K-espace vectoriel K («) est de dimension finie.
Si « est algébrique sur K le K-espace vectoriel K(«) est de dimension n égal au degré
de a. La famille (a*)o<i<n—1 est alors une base de K () sur K.

Démonstration : Montrons 1’équivalence des conditions (i) et (ii). Si « est algébrique
sur K, on a vu que K[a] = K(«). Inversement si 'on a K[a| = K(«a), K[a] est un
corps et nécessairement « est algébrique. Montrons maintenant que (ii) = (iii). Soit = un
élément de K[a]. Soient P le polynéme minimal de « et n le degré de P. On a z = f(«),
ou f est un élément de K[X]. On effectue alors la division euclidienne de f par P : on
a f=QP+ R, ou le degré de R est < n — 1. On a ainsi z = R(«), ce qui prouve que
(@")o<i<n—1 €st un systéme générateur du K-espace vectoriel K (). D’olt 'implication.
Supposons la condition (iii) réalisée. Si n est la dimension du K-espace vectoriel K («),
la famille (@")o<i<n est alors liée, ce qui entraine le fait que a soit algébrique.

Enfin si a est algébrique de degré n, le systéme (ai)OSiSn—l est libre car un polynome
non nul de degré < n — 1 ne peut appartenir a 1’idéal noyau de ’homomorphisme ¢.
D’ou la proposition.

Exemples

1) Soit d un entier relatif sans facteur carré. Le corps K = Q[X]/(X? — d) est une
extension de degré 2 de Q. On dit que K est une extension quadratique de Q.

2) Soit X une indéterminée, L = Q(X) et K = Q(X3). Alors L est une extension
algébrique de K de degré 3. Le polyndéme minimal, en I'indéterminée Y, de X sur K
est Y3 — X3,

3) On peut démontrer que les nombres e et m sont transcendants sur Q.

4) le polyndome X2 +1 est irréductible sur R. Le corps R[X]/(X? +1) est une extension
de degré 2 de R. C’est (par définition) le corps C des nombres complexes.

Exercices. 1) Soit @ un nombre complexe racine du polynéme X3 — X + 1. Posons
K = Q(a) (K est le plus petit sous-corps de C contenant Q et ). Soit a = 1+ 2a — 3.
Le corps K est une extension de Q de degré 3. Déterminer les coordonnées de I'inverse
de a dans la base (1, a,a?) de Q(a) sur Q. Le nombre 2 est-il un carré dans Q(a) ?

2) Montrer que 1’élément /2 + v/3 dans C est algébrique. Quel est son degré ?
3) Soit « une racine dans C du polynéme X3 — 2. Posons K = Q(c). Montrer que

le polyndéme X2 + aX + a? est irréductible sur Q(«).
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4) Soient p un nombre premier et F, le corps & p éléments. Montrer que si 4 divise
p— 3, F,[X]/(X?+ 1) est une extension de degré 2 de F,,.

1.2. Extensions finies

Considérons deux corps L et K tels que L soit une extension de K : on dispose d’'un
homomorphisme de corps j : K — L.

Définition 1.4. On dit que L est une extension finie de K, si L en tant que K -espace
vectoriel est de dimension finie. On note souvent [L : K] cette dimension.

On identifiera désormais K et son image j(K) dans L.

Proposition 1.2. Si L est une extension finie de K et si K est une extension finie de
H alors L est une extension finie de H et 'on a [L: H| = [L: K|[K : H].

Démonstration : C’est un exercice facile d’algebre linéaire.

Corollaire 1.1. Supposons que L soit une extension de K de degré n. Alors tout élément
de L est algébrique sur K et son degré sur K est un diviseur de n.

Démonstration : Soit o un élément de L. Les n + 1 éléments 1, «, ...a™ de L sont
K-linéairement dépendants. Donc o est un zéro d’un polynéme non nul a coefficients
dans K et o est algébrique sur K. On déduit de la que le sous-corps K (o) de L engendré
par K est « est une extension finie de K (proposition 1.1). La proposition 1.2 entraine
alors le résultat.

Exercices. 1) Soient L une extension d’un corps K et a un élément de L algébrique
de degré impair sur K. Montrer que I'on a K (a) = K(a?).

2) Soient L une extension finie de degré n d’un corps K et F' un polynoéme de degré
m de K[X], irréductible sur K. Montrer que si m et n sont premiers entre eux, F' est
irréductible sur L.

3) Soit p un nombre premier impair. Montrer que le sous-corps de C engendré sur Q
par cos(2m/p) est une extension finie de Q dont on déterminera le degré sur Q (on pourra
d’abord traiter le cas ol p = 5).

Définition 1.5. Soient (o;)i<i<n des éléments de L. On notera K (o, ..., o) le sous-
corps de L engendré sur K par les «;. On dira que L est obtenu par adjonction a K des
éléments (o).

Proposition 1.3. Supposons que L soit une extension finie d’un corps K. Il existe un
nombre fini d’éléments (o;)1<i<n de L, tels que 'on ait I’égalité L = K (o, ..., ).

Démonstration : Il suffit de prendre pour (a;)i1<i<n une base de L sur K, ou n est
la dimension de L sur K.



1.3. Extensions algébriques

Considérons deux corps L et K tels que L soit une extension de K : on dispose d’un
homomorphisme de corps j : K — L.

Définition 1.6. Soient K et L deux corps tels que L soit une extension de K. On dit
que L est une extension algébrique de K si tous les éléments de L sont algébriques sur

J(K).
Exemple. Toute extension finie d’un corps K est une extension algébrique de K.
On identifiera K et son image j(K) dans L.

Proposition 1.4. Si L est une extension algébrique de K et si K est une extension
algébrique de H, alors L est une extension algébrique de H.

Démonstration : Soit & un élément de L. Soit

le polynéme minimal de « sur K. Considérons le corps
M = H(ly,...,1,)

obtenu par adjonction & H des coefficients [; de g (qui sont dans K). Le corps M est une
extension finie de H, et M («) est une extension finie de M (car « est algébrique sur M).
Cela montre que M («) est une extension finie de H et donc que « est algébrique sur H.
D’otu le résultat.

Proposition-Définition 1.5. Soit F' I’ensemble des éléments de L qui sont algébriques
sur K. Cet ensemble est un corps qui s’appelle la fermeture algébrique de K dans L.
C’est la plus grande extension algébrique de K contenue dans L.

Démonstration : Si « et 8 sont dans F', K(«, ) est une extension finie de K, et en
particulier o + 3, af8 et 1/ si 8 est non nul, sont algébriques sur K.

Définition 1.7. On dit qu’un corps L est algébriquement clos s’il n’existe pas d’extension
algébrique autre que L qui contienne L.

Proposition 1.6. Soit L un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le corps L est algébriquement clos ;

(ii) tout polynéme de degré > 1 de L[ X] posséde au moins une racine dans L :

(iii) tout polynéme irréductible de L[ X] est de degré 1 ;
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(iv) tout polynéme de degré > 1 de L[X]| se décompose dans L[X] en un produit de
polynomes de degré 1.

Démonstration. Exercice.

Par exemple un corps fini n’est jamais algébriquement clos. En effet, soient K un
corps fini et (a;)1<i<n les éléments de K. Alors le polynome

fO =[] X -a) +1

ne possede pas de racine dans K.

I.4. Corps de décomposition d’un polynéme
Considérons un corps K et f un polynome a coefficients dans K de degré n > 1.

Soit (K1, K2, j) un triplet formé de deux corps K; et K5 et d'un homomorphisme j de
K7 dans Ky. L’homomorphisme j se prolonge de facon naturelle en un homomomorphisme
d’anneaux
Jj* Kh[X] = K[ X],

qui est défini par
i (Soxt) = Sitaxt

Si f est un polynome dans K;[X], j*(f) est donc en fait un polynéme dans j(K;)[X].
Par exemple, si f est irréductible dans K;[X], alors j*(f) est aussi irréductible dans
J(K1)[X].

Définissons maintenant ce que 1’on appelle un corps de décomposition de f.
Définition 1.8. Un corps de décomposition de f est la donnée d’une extension (L, j)

de K telle que les deux conditions suivantes soient réalisées :
a) Il existe une famille d’éléments (c;)1<i<n de L et ¢ dans K, tels que 'on ait

(=il [T X-a).
1<i<n
b) On a L = j(K)(aq,-.., o).
Remarque. Sauf précisions supplémentaires, étant donnés un corps K’ et (K", h) une
de ses extensions, on identifiera K’ et son image h(K') dans son extension K".

Par exemple si K = Q on peut prendre comme corps de décomposition de f le sous-
corps de C, ou le sous-corps de la fermeture algébrique de Q dans C, engendré par les
racines de f.



Nous allons montrer le résultat suivant :

Théoréme 1.1. Il existe un corps de décomposition pour f. Si L et L' sont deux corps
de décomposition de f, il existe un isomorphisme de L sur L' égal a I'identité sur K.

Démonstration : 1) Existence : soit g un facteur irréductible de f. On pose
K1 = K[X]/(g).

Soit oy I'image de X dans K;. On a K; = K(ay) et g(a1) = 0 (cela montre en particulier
qu’il existe une extension de K dans laquelle g posséde une racine). Le polynéme X — a;
divise g, et donc f, dans K;[X]. Il existe donc f; dans K1[X], de degré strictement plus
petit que celui de f, tel que 'on ait

f(X) = (X - al)fl(X)'

En raisonnant par récurrence sur le degré de f, on peut supposer qu’il existe un corps
de décomposition Ky pour f; sur K;. Il existe donc des éléments a; de Ky, et ¢ dans K,
tels que 'on ait
AX)=c [] X —a),
2<i<n
avec 1'égalité Ky = Kq(aa, ..., ay). Cela entraine que K est un corps de décomposition
du polynome f.

2) Unicité : On va montrer le résultat suivant :

Proposition 1.7. Soient (K1, Ko, j) un triplet formé de deux corps Ky et Ko et d’un
isomorphisme j de K, sur K,. Soient g un polynome a coefficients dans K, de degré > 1
et 31 un corps de décomposition de g sur K. Soit Y9 un corps de décomposition de j*(g)
sur Ko. Alors il existe un isomorphisme de Y1 sur Y9 qui prolonge ’'homomorphisme j.

Démonstration : On procéde par récurrence sur l'entier n = [, : K1|. L’énoncé est
vrai si n = 1. Supposons donc n > 1. Dans ce cas les racines de g ne sont pas toutes dans
K1, de sorte que g possede un facteur irréductible i de degré d > 1. Soit « une racine de
h dans ;. Le polynéme j*(h) dans K[X] est aussi irréductible de degré d et 5 = j(a)
est racine de j*(h). Il existe un isomorphisme ¢ de K;(a) sur K5(8) qui prolonge j, qui

go( T akak): Y i(an)

0<k<t—1 0<k<t—1

est défini par

En effet, ¢ est bien défini : supposons que l'on ait

Z apat = Z bra®.

0<k<t—1 0<k<t—1



Alors h divise le polynéme > (ay — by) X%, car h est irréductible, ce qui implique 1’égalité
> jlak — bx)B¥ = 0. Il est alors immédiat de vérifier que ¢ est un isomorphisme de
Ki(a) sur K2(8) qui prolonge j. Par ailleurs, 3, et 3o sont des corps de décomposition
respectivement de g et j(g) sur Kq(a) et Ko(3). Mais on a [¥; : Ki(«)] = n/d qui est
< n—1. D’apres ’hypothese de récurrence, on peut donc prolonger ¢ en un isomorphisme
1) de ¥1 sur Ys. En particulier, 1 prolonge j, ce qui démontre la proposition.

L’unicité dans le théoreme 1.1 se déduit alors du résultat précedent avec K1 = Ko =
K et en prenant pour j 'identité de K.
Au cours de la démontration de la proposition 1.7, on a en fait prouvé le résultat

suivant :

Proposition 1.8. Soient K un corps et f un polynome irréductible a coefficients dans
K. Soient L un corps de décomposition de f, a et 8 deux racines de f dans L. Alors il
existe un automorphisme de L qui envoie o sur 8 et qui vaut l'identité sur K.

Démonstration : L’application ¢ : K (o) — K (/) définie par

90< Z akak) = Z arB",

0<k<t 0<k<t

est un isomorphisme de K («a) sur K(f) égal a l'identité sur K (cf. dém. de la prop. 1.7).
Soit ¢ I'inclusion de K (f) dans 2. Il existe un homomorphisme de corps 9 : L — € qui
prolonge i o ¢ (cf. loc. cit.) : en particulier, on a ¢ (a) = B et 9 fixe les éléments de K. Si
a; est une racine de f dans Q, 9(«;) est aussi une racine de f. On a ainsi (L) = L, ce
qui prouve le résultat.

1.5. Cléture algébrique d’un corps
Définition 1.9. Soit K un corps. Une cloture algébrique de K est une extension algébriquel}
L de K qui soit un corps algébriquement clos.

Exemple. 1) La fermeture algébrique de Q dans C est une cloture algébrique de Q.

2) Le corps C est une cloture algébrique de R.

On a le résultat suivant :

Théoréme 1.2. Tout corps K posséde une cléture algébrique. Si L et L' sont deux
clotures algébriques de K il existe un isomorphisme de L sur L' égal 4 I'identité sur K.

Démonstration : On va démontrer ce théoréme, ou tout au moins en donner les idées
principales, dans le cas plus facile o K est dénombrable. Dans ce cas anneau K[X]|



est aussi dénombrable, ce qui permet de numéroter ses éléments : soit (f,), 1 une suite
formée des éléments de K[X].

1) Existence : pour construire une cloture algébrique de K , on proceéde comme suit :
on construit un corps de décomposition K7 pour f; sur K, puis un corps de décomposition
K5 pour fy sur Ky, puis un corps de décomposition de f3 sur Ks, etc....Posons alors
L = K, L'ensemble L ainsi obtenu est une cloture algébrique de K : on définit d’abord
dans L les opérations suivantes : si et sont dans L, z et sont dans un K,, pour un
n assez grand. Le calculde x + ,z et x ~! (si est non nul) ne dépend pas de n, car
modulo les identifications faites, K, est un sous-corps de K si n est plus petit que m.
Ces opérations définissent ainsi une structure de corps sur L. Le corps L est une extension
algébrique de K : cela résulte de la propriété de transitivité des extensions algébriques.
Le corps L est algébriquement clos. En effet, soient M une extension algébrique de L et
a un élément de M. L’extension L(«)/L est finie et « est algébrique sur K (transitivité).
Ainsi « est racine d’un polynome a coefficients dans K et donc « appartient & L. D’ou
M = L et notre assertion.

2) Unicité : prouvons d’abord le lemme suivant :

emme 1.1. Soit 2 un corps algébriquement clos. Soient K un corps et j : K — L
une extension algébrique de K. Soit : K — €2 un homomorphisme de corps. Alors se
prolonge en un homomorphisme de L dans ).

Démonstration : a) Identifions K et j(K). Supposons que 'extension L soit de degré
fini sur K. On procede par récurrence sur le degré de L sur K. Soit o un élément de
L qui ne soit pas dans K. Soit f son polynéme minimal. Soit ' une racine de *(f)
dans © (qui est le polynéme déduit de f par action de sur ses coefficients). Il y
a un homomorphisme ¢ de K(«) dans 2 égal & sur K et appliquant a sur o (le
vérifier). Puisque le degré de L sur K(«) est strictement plus petit que le degré de L
sur K (car a n’est pas dans K), 'hypothése de récurrence permet de prolonger ¢ en un
homomorphisme de L dans 2. D’ou le résultat dans ce cas.

b) Démontrons maintenant le cas général, avec 'hypothese simplificatrice que L soit
réunion dénombrable de sous-corps L,, de degré fini sur K. Dans ce cas on peut supposer
que L, est contenu dans L,, 1. Chaque prolongement de & L,, (qui existe d’apres ’alinéa
a)), se prolonge & L,, 1 par le méme argument. On déduit de cette fagon, de proche en
proche, un prolongement de a L. D’ou I’assertion dans ce cas.

L’unicité résulte du lemme ci-dessus : soient (L, )et (L', ') deux clotures algébriques]
de K. D’apres le lemme ' se prolonge en un homomorphisme de corps ¢ : L — L'.
Ainsi ¢(L) est un corps algébriquement clos contenu dans L', qui est aussi un corps
algébriquement clos. On a donc ¢(L) = L' et ¢ est un isomorphisme de L sur L’. D’ou

Punicité.

emarque. Soit Q la fermeture algébrique de Q dans C. Alors Q est une cloture



algébrique de Q. En effet le corps Q est algébriquement clos : soit P un polynome
irréductible a coefficients dans Q. Les coefficients de P appartiennent & une extension
finie K de Q. Les racines de P dans C sont algébriques sur K et donc aussi sur Q. Elles
sont donc dans Q, ce qui prouve que le degré de P est 1. D’ou 'assertion.

II. Extensions sep r es t eore ede ee entpri iti

Considérons désormais un corps algébriquement clos {2 et K un sous-corps de 2. Ces
deux corps sont donc fixés pour toute la suite. Par ailleurs, lorsque 1’on évoquera une
extension de K, il s’agira d’un corps qui contient K et qui est contenu dans 2. Cette sit-
uation n’est pas restrictive car tout corps peut étre plongé dans un corps algébriquement
clos (th. 1.2).

I1.1. Plongements dans 2

Soit L un sous-corps de €2 contenant K et de degré fini sur K. Etant donné un
plongement de K dans €2, on a vu qu’il existe un plongement de L dans €2 qui coincide
sur K avec (lemme 1.1). La question qui se pose est alors la suivante :

uestion. Combien y-a-t-il de tels plongements
Une réponse partielle est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.1. Soit L un sous-corps de €2 contenant K et de degré fini n sur K. Alors
il y a au plus n plongements de L dans ) égaux a l'identité sur K.

Démonstration : Considérons €2 et L comme espaces vectoriels sur K. Soit ’ensemble]j
des applications K-linéaires de L dans (2. Cet ensemble est muni, de facon naturelle,
d’une structure d’espace vectoriel sur 2. C’est ainsi un espace vectoriel de dimension
finie n sur Q : en effet, soit (a;) une K-base de L. L’application ¢ : — Q™ définie
par () = ( (a;)) est Q-linéaire et est une bijection de  sur Q™. Pour démontrer le
théoreme, il suffit ainsi de prouver le théoreme suivant di & Dede ind :

Théoréme 2.2. Soient  un entier, et ( ;)i1<i< plongements de L dans ) égaux a
lidentité sur K et deux a deux distincts (ce sont donc en particulier — éléments de ).
Alors ceux-ci sont linéairement indépendants sur €.

Démonstration : On procede par I’absurde : supposons que le systéme ( ;)1<i<  soit
lié. Soit son rang : on a . Modulo une permutation des ;, on peut supposer que
le systeme ( ;)i<i< , est libre. Il existe donc des constantes ( ;)i<i< uniques dans €,
telles que 'on ait 1’égalité

(1) =) i



Considérons alors un élément de L non nul. On déduit de ’égalité (1) que l'on a pour
tout x dans L

1<i<

D’apres I'unicité des ;, on a donc pour tout ¢ entre 1 et 1’égalité

Il existe nécessairement au moins un indice ¢ tel que ; soit non nul. On déduit de la que
lona ;( )= 1( ). Cela montre que 1 est 'un des ;, ce qui contredit le fait que
les ; soient deux & deux distincts. D’ou le résultat.

Corollaire 2.1. Soit L un sous-corps de ) contenant K et de degré fini n sur K. Soit
: K — Q un plongement de K dans (). Alors il y a au plus n plongements de L dans €2
qui prolongent sur K.

Démonstration : D’apres le lemme 1.1, se prolonge en un homomorphisme de L
dans 2. En remplacant les corps K et L par leurs images dans €2, on se ramene alors a
la situation du théoreme 2.1.

I1.2. Cas d’une extension simple

Soit f un polynome irréductible a coefficients dans K. Soit o une racine de f dans
Q. Etant donné un plongement : K — €, rappelons que 'on note *(f) le polynéme
déduit de f par action de sur ses coefficients. On a le résultat suivant :

Proposition 2.1. Soit : K — Q un plongement de K dans 2. Le nombre de plonge-
ments de K(«) dans 2, qui prolongent sur K, est le nombre de racines distinctes du
polynéme *(f) dans Q. C’est donc aussi le nombre de racines distinctes de f dans .

Démonstration : Soit n le nombre de racines distinctes de *(f) dans €. Soit 5 une
racine de *(f). On définit une application de K(«a) dans Q par I'égalité

(Zakak) =Y (a)p

D’abord cette égalité définit bien une application : par définition est égale a sur K et
envoie a sur 3. C’est un homomorphisme (par définition). On obtient ainsi n plongements
de K () dans Q égaux & sur K. Par ailleurs, un plongement de K («) dans Q, égal & sur
K, envoie nécessairement « sur une racine de *(f). Donc n est le nombre plongements
de K(a) dans €, qui prolongent sur K. Or n est le nombre de racines distinctes de
f dans Q. En effet, soit L = K(ay,...,a;) le corps de décomposition de f dans €. On
peut prolonger en un plongement ¢ de L dans Q. On a *(f) = ¢*(f). Par ailleurs
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sif(X)= (X —0a;) ,onae*(f)(X)= , X —¢(a;) .D’ou notre assertion et la
proposition.

Remarque. Il y en a en général autant que le degré de f, sauf si f possede des
racines multiples d’ol la notion de séparabilité que 'on va étudier maintenant.

11.3. Extension séparables

Définition 2.1. Soit f un polynéme de degré n a coefficients dans K. On dit que f
est séparable sur K s’il possede n racines distinctes dans 2, et inséparable dans le cas
contraire.

Exemples. 1) Le polynéme X3 — 2 est séparable sur Q (on peut prendre Q = C).

2) Soit p un nombre premier. Soit X une indéterminée, L le corps des fractions
rationnelles F, (X) et © un corps algébriquement clos contenant L. Soit K = F, (XP)
c’est un sous-corps de L. Dans anneau des polynémes K[Y], le polynéme Y? — XP est
irréductible. On déduit de 14 que X est un élément algébrique sur K de degré p, et que
son polynéome minimal sur K est Y? — XP. Le corps de décomposition de ce polynéme
dans €2 est L et X est sa seule racine (on est en caractéristique p). Ainsi Y?P — XP est
inséparable sur K.

Proposition 2.2. Soit f un polynéme a coefficients dans K. Alors f est séparable sur
K si et seulement si f et sa dérivée formelle f' sont des polynémes premiers entre eux.

Démonstration : Soit n le degré de f. Si f est séparable sur K, f posséde n racines
a; distinctes dans L, et on constate immédiatement qu’aucun des «; ne peut étre racine
de f’. Inversement, supposons par exemple que f soit inséparable : il existe > 2 et «
dans L tels que l'on ait f(X) = (X —a)*g(X). On constate alors que « est racine de f,
ce qui montre que f et f’ ne sont pas premiers entre eux. D’ou le résultat.

Corollaire 2.2. Un polynéme irréductible a coefficients dans K est séparable si et seule-
ment si sa dérivée formelle n’est pas nulle.

Démonstration : D’apres la proposition 2.2, la condition est clairement nécessaire.
Inversement soit f un polynéme irréductible inséparable. Alors f et f’ ont un zéro com-
mun « (prop. 2.2). Puisque f est irréductible, f est le polynome minimal de a. Ainsi f
divise f’. Or le degré de f’ est strictement plus petit que le degré de f, donc f’ est nul.
D’ou le résultat.

Exemples. 1) Si K est de caractéristique 0, tout polynoéme irréductible sur K est
séparable : en effet, la condition f’ = 0 entraine que f doit étre constant. Ce résultat est
faux en caractéristique p (cf. 'exemple 2) ci-dessus).

2) Soit  une indéterminée. Montrer que le polynéme X —  est irréductible et
inséparable sur le corps F ().
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Corollaire 2.3. Supposons que K soit de caractéristique p. Soit f un polynéme irréductiblel
sur K. Alors f est inséparable si et seulement si il existe g dans K[X] tel que 'on ait

f(X) = g(XP).

Démonstration : Si f est de la forme g(X?), f est inséparable d’apres le corollaire
2.1 (car alors f’ est nul). Inversement, soit f =Y. ,a;X* un polynome irréductible sur
K.Ona f'(X) =37 ,4;X*". La condition f’ = 0 entraine alors ia; = 0. Si a; n’est

pas nul, ¢ doit donc étre divisible par p. D’ou le résultat.

Définition 2.2. Soit o un élément de €2 algébrique sur K. On dit que « est séparable sur
K, s’il est racine d’un polyome séparable sur K ; cela revient a demander que le polynéme
minimal de « sur K soit séparable sur K. Une extension L de K est dite séparable si
tout les éléments de L sont séparables sur K.

Proposition 2.3. Soient L une extension de K et H une extension de L. Si H est
séparable sur K, alors H est séparable sur L et L est séparable sur K.

Démonstration : Soit o un élément de H. Le polynéme minimal de « sur K est un
multiple du polynéme minimal de « sur L. Cela montre que H est séparable sur L. Le
fait que L soit séparable sur K est immédiat.

Définition 2.3. Soit K un corps. On dit que K est un corps parfait si toutes les exten-
sions algébriques de K sont séparables.

Un corps K de caractéristique 0 est parfait (exemple 1) ci-dessus). Les corps parfaits
de caractéristique p non nulle se caractérisent de la fagon suivante :

Proposition 2.4. Soit K un corps de caractéristique p non nulle. Alors K est parfait si
et seulement si 'on a KP = K (i.e. tout élément de K posséde une racine p-iéme dans
K).

Démonstration : 1) Supposons que l'on ait K? = K. Soit f un polynéme irréductible
de K[X]. Si f n’est pas séparable, il existe g(X) = Y a;X* un polynome de K[X] tel
que f(X) = g(XP). D’apres ’hypothese faite sur K, il existe des éléments b; de K tels
que b? = a;. On a alors f(X) = 0P X? = Y b;X* ¥, ce qui contredit le fait que f soit
irréductible. D’ou le fait que K soit parfait.

2) Inversement, supposons que l'on ait K? = K. Soit a un élément de K qui
n’appartienne pas a KP. On considére le polynéme f(X) = XP — a. Il posséde une
unique racine « dans une cloture algébrique K de K. Cela entraine que f est irréductible
: en effet, soit h un polynome irréductible a coefficients dans K qui divise f. Dans K, «
est la seule racine de h par suite, on a h(X) = g(XP) pour un certain g dans K[X], ce
qui contredit le fait que le degré de h soit  p. Ainsi o n’est pas séparable sur K et il
existe des extensions de K qui ne sont pas séparables. D’otu le résultat.
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Corollaire 2.4. Tout corps fini est parfait.

Démonstration : Soit K un corps fini de caractéristique p. L’application ¢ : K — K
définie par ¢(z) = zP est un homomorphisme de corps. Il est donc injectif. Puisque K
est fini, il est aussi surjectif, et 'on a K? = K. D’ou le corollaire.

Le corps F,(X) des fractions rationnelles & coefficients dans le corps fini F,, est un
exemple de corps qui ne soit pas parfait.

I1.4. Théoréme ondamental
Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant :

Théoreme 2.3. Soit L une extension finie de K de degré n. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) L’extension L est séparable sur K ;

(ii) Pextension L est engendrée sur K par des éléments séparables ;
(iii) il y a exactement n plongements distincts de L dans Q) égaux a lidentité sur K ;
(iv) on a L = K(«), ot « est un élément séparable sur K.

Démonstration : 1) L'implication (i) = (ii) est évidente, car tout élément de L est
séparable sur K.

2) Montrons I'implication (ii) = (iii). Supposons que l'on ait L = K(ay, ..., ay), ou
les a; sont des éléments séparables sur K. Considérons le corps L; = K(aq, ..., «;). Pour
tout i entre 2 et n on a L; = L;_1(a;). L’élément «y; est séparable sur L;_; (prop. 2.3)
de sorte que le polynéme minimal de o; sur L;_; posséde exactement le degré [L; : L; 1]
de L; sur L; _; racines dans (). Par suite tout plongement de L;_; dans {2 se prolonge de
[L; : L;—1] fagons a L; (prop. 2.1). Il y a donc

H [Li:Li1]=[L:K]=n

plongements de L dans €2 égaux a I'identité sur K. D’ou I'implication.

3) Montrons I'implication (iii) = (iv). Considérons les n plongements ( ;)1<i<n de
L dans €2 égaux a 'identité sur K. Supposons qu’il existe un élément o de L tel que les
éléments ;(«) soient distincts deux & deux. Le polynéme minimal de « sur K possede
alors (au moins) n racines distinctes et le degré de K(«a) sur K est donc au moins n. On
a ainsi nécessairement [K(a) : K| = n, ce qui conduit a I'égalité L = K («). Tout revient
donc a trouver un tel élément o« de L. On considére pour cela les deux cas suivants :

i ¢ :lecorps K est fini. Dans ce cas L est un corps fini et le groupe multi-
plicatif L* est cyclique. On peut alors choisir pour « un générateur de ce groupe (qui est
un élément séparable sur K d’apres le corollaire 2.4).

7 ¢ :le corps K est infini. Pour tout ¢ et 5 distincts, compris entre 1 et n,
considérons le sous-ensemble H; de L formé des éléments z tels que ;(z) = (z). Ce
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sont des sous-K-espaces vectoriels de L. Si ¢ est distinct de j, ona ; = , de sorte que
H; est distinct de L. Tout revient alors a montrer que la réunion des H; est distinct
de L, car alors n’importe quel élément o dans le complémentaire de la réunion des H;
conviendra. Cela résulte du lemme suivant :

emme 2.1. Soit  un espace vectoriel de dimension finie sur un corps infini. Soit
( ;) une famille finie de sous-espaces vectoriels de  tous distincts de . Alors la réunion
des ; est aussi distincte de

Démonstration : Pour tout 7 il existe au moins une forme linéaire non nulle f; qui
s’annule sur ;, car ; est par hypothese distinct de . Il suffit alors de montrer que la
fonction polynomiale F' définie sur  par

F)= ]] fi),

1<i<n

est non nulle sur . Puisque est infini, cela revient a montrer que le polynéome corre-
spondant, que ’on note encore F', est non nul dans I’anneau des polyndémes en n variables

[X1,..., Xp]. Si F est nul, [Xy,...,X,] étant un anneau intégre, cela implique que 1'un
des polynomes f; soit nul, ce qui conduit & une contradiction. D’otu le résultat.

4) Il reste a démontrer I'implication (iv) = (i) : supposons que l'on ait L = K(«),
ou « est un élément séparable sur K. Il y a n plongements distincts de L dans €2 égaux a
l'identité sur K (qui correspondent aux racines du polynéme minimal de a sur K). Con-
sidérons alors un élément 3 de L. Notons m = [K(8) : K] et le nombre de plongements
de K(pB) dans Q2 égal a I'identité sur K. On a < m. Un tel plongement se prolonge a
son tour d’au plus [L : K(f)] fagon possibles & L (cor. 2.1). Si on avait m, on aurait
donc moins de n plongements possibles de L dans €2 égaux a l’identité sur K. D’ou =m
et [ est racine simple de son polynéme minimal sur K. D’ou I'implication.

Cela termine la démonstration du théoreme.

Corollaire 2.5. Supposons que K soit de caractéristique 0. Soit L une extension finie
de K dans Q. Il existe o dans K tel que 'on ait L = K(«) et il y a exactement [L : K|
plongements de L dans ) qui sont égaux a I’identité sur K.

I11. eorie de 01s

On considere désormais un corps K et une cloture algébrique 2 de K fixés.

I11.1. Extensions normales, extensions galoisiennes

Définition 3.1. Soit L une extension de K contenue dans ().
a) On dit que L est une extension normale de K si pour tout plongement de L dans
Q, égal a I'identité sur K, on a (L) = L.
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b) On dit que L est une extension galoisienne de K si L est une extension normale et
séparable sur K.

Définition 3.2. Soit L une extension de K contenue dans ). On appelle groupe de
alois de L sur K, et on note souvent al(L/K), le groupe des automorphismes du
corps L qui laissent fixe K. C’est un sous-groupe du groupe des automorphismes de L.

Exemples. Le groupe de alois de C sur R est d’ordre 2 : son élément non trivial est
la conjugaison complexe.

Exercice. Montrer que le groupe al(R/Q) = Aut(R) est réduit a I'identité.

Proposition 3.1. Soit L une extension finie de K contenue dans ). On a toujours
(1) al(L/K) <|[L:K].

Ona al(L/K) =[L: K] si et seulement si L est une extension galoisienne de K.

Démonstration : L’inégalité (1) résulte du théoréme 2.1. Posons n = [L : K|. Sup-
posons que L soit une extension galoisienne de K. Elle est donc par définition normale, et
le groupe al(L/K) est donc ’ensemble des plongements de L dans 2, égaux a l'identité
sur K. Puisque L est séparable sur K, il y a n tels plongements (th. 2.3). D’ou ’égalité
ci-dessus. Inversement, supposons que l'on ait  al(L/K) = n . Dans ce cas il y a en
particulier au moins n plongements de L dans €2 qui sont égaux a I'identité sur K. Comme
il y en a au plus n (th. 2.1), il y en a donc n, et ils conservent tous L. Cela montre que
L est galoisienne sur K (cf. th. 2.3 et définitions ci-dessus).

Proposition 3.2 critere de normalité. Soit L une extension finie de K contenue
dans Q). our que L soit normale sur K il faut et il suffit que tout polynéme irréductible
de K[X| ayant une racine dans L posséde toutes ses racines dans L.

Démonstration : Supposons L normale sur K. Soit f un polynoéme irréductible a
coefficients dans K. Supposons que f possede une racine o dans L. Soit 8 une racine
quelconque de f dans €. Soit un plongement de K («) dans 2, égal a l'identité sur K,
tel que () = B. On peut prolonger en un plongement de L dans Q. Puisque L est
normale sur K,ona (L)=L.Orona (a)= (a),donc appartient a L, et toutes les
racines de f sont dans L. Inversement, soit : L — € un plongement de L dans €2 égal a
I'identité sur K. Soit a un élément de L. On considére le polynome minimal f de « sur
K. Posons f = (a). On f(B) = 0, et comme f a une racine dans L, toutes les racines
de f sont dans L par hypothése, ce qui entraine que 3 est aussi dans L. Ainsi (L) est
contenu dans L. Par suite on a (L) = L, car (L) et L sont des espaces vectoriels sur
K de méme dimension. D’ou le résultat.
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Exemple. Soit f un polynéme irréductible dans K|[X]. Le corps de décomposition L
de f dans Q est une extension normale de K : en effet, soient (o;)1<i<n les racines de f
dans Q. On a L = K(ay, ..., ). Par ailleurs, un K-plongement de L dans €2 permute les
racines «; entre elles, donc envoie L dans L. D’ou I'assertion.

emme 3.1. Soient L une extension galoisienne de K et o un élément de L. Si pour
tout dans le groupe de alois al(L/K), I'on a («) = «, alors « appartient a K.

Démonstration : Supposons que « ne soit pas dans K. L’élément « est, par hypothese,
séparable sur K. Donc son polynéme minimal a au moins une racine 3 distincte de a.
Maisily aun dans al(L/K) que envoie « sur 3, ce qui conduit & une contradiction.
D’ou le lemme.

I11.2. roupe de alois d’un polynéme

On suppose dans ce paragraphe que toutes les extensions algébriques de K sont
séparables, autrement dit que K est un corps parfait. On a démontré que tel est par
exemple le cas si K est de caractéristique 0, ou si K est un corps fini (corollaire 2.4).

Définition 3.3. Soit f un polynéme de K[X]. Soit L le corps de décomposition de f
dans €). On appelle groupe de alois du polynoéme f, le groupe de alois de L sur K.
On le note parfois al(f).

emme 3.2. Soit f un polynéme de K[X]. Soit n le nombre de racines distinctes de f
dans Q (ou dans son corps de décomposition). Soit (c;)i1<i<n ces n racines (on a donc
choisi implicitement une numérotation des racines de f). L’application al(f) — , qui
a associe la permutation déduite de par son action sur les a; est un homomorphisme
injectif de groupes. Ainsi, une fois choisie une numérotation des racines, al(f) s’identifie
a un sous-groupe de . Un changement de numérotation transforme al(f) en un sous-
groupe conjugué dans .

Démonstration : C’est immédiat puisqu’un élément de al(f) est entierement déterminéjj
par son action sur les a;.

En particulier, si f est un polynéme irréductible de K[X|de degré n, une fois choisie
une numérotation des racines, al(f) s’identifie & un sous-groupe de .

Exemple. roupe de alois d’un polynéme de degré 3 sur Q.

Soit f(X) = X3+ pX + un polyndéme irréductible de degré 3 & coefficients dans
Q. On va déterminer le groupe al(f). Soient a1, a2 et ag les trois racines de f dans C.
On sait que al(f) s’identifie & un sous-groupe de 3, qui ne peut étre que 3 ou 3. En
fait al(f) est isomorphe & 3 si et seulement si le corps de décomposition L de f est de
degré 3 sur Q. On va démontrer ’énoncé suivant :
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emme 3.3. On a[L:Q] =3 si —4p® — 27 ? est un carré dans Q et [K : Q] = 6 sinon.

Démonstration : Posons = (a1 — ag2)(a; — a3)(as — as). Soit  un élément de
al(f).Ona ()= (),ou ( )estlasignature de (on a identifié al(f) & un
sous-groupe de 3). On constate que al(f) = 3 si et seulement si pour tout dans
al(f),ona ()= ,autrement dit, si et seulement si est dans Q (lemme 3.1). Or on
vérifie que l'on a Pégalité 2 = —4p3 — 27 2 (exercice). D’ou le résultat.

En fait on peut généraliser I’énoncé précedent. Définissons pour cela la notion de
discriminant d’un polynéme unitaire f de K[X] :

Définition 3.4. Soit f un polynoéme unitaire de K[X] de degré n. Soient (o;)1<i<n les
racines de f dans ). On appelle discriminant de f ’élément algébrique, noté parfois (f),

N= I (e-a)

1<i <n

Il résulte directement de cette définition qu’un polynoéme de K[X] est séparable si
et seulement si son discriminant n’est pas nul.
emme 3.4. L’élément (f) est dans K.
Démonstration : Soient un élément de al(f) et ( ) sa signature. On a ’égalité
1) (II @-a)=0 II @-a)
1<i  <n 1<i  <n

Le lemme en résulte (lemme 3.1).

Un polynome f unitaire de degré n étant donné, il est en fait facile de calculer son
discriminant  (f). On peut montrer que ’on a

(f)=(=1)"""t 2Re (f,f"),
ou Re (f, f') est le résultant de f et f’ (cf. les références bibliographiques).

Corollaire 3.1. Soit f un polynéme unitaire de K[X| ayant n racines distinctes dans
Q. Identifions al(f) & un sous-groupe de . Alors, al(f) est contenu dans ., si et
seulement si le discriminant de f est un carré dans K.

Démonstration : Cela résulte directement de la formule (1).

Exemples de détermination de groupes de alois

On admettra le résultat suivant :



Proposition 3.3. Soit p un nombre premier. Soit f un polynéme unitaire séparable
de degré n dans [X]. Soit f le polynéme de [p [X] déduit de f par réduction via
’homomorphisme — /p . On suppose que f est séparable. Soit

f=11 #

1<i<t

la décomposition de f en produit de polynémes irréductibles dans /p [X]. our tout i
entre 1 et , soit n; le degré de f;. Alors, al(f) étant identifié a un sous-groupe de .,
il existe cycles ( ;)i1<i<¢+ de , a supports disjoints, tels que, ; soit d’ordre n;, et que
le produit f . i appartienne a al(f).

Application. Le groupe de alois sur Q du polynéome f(X) = X + X + 12 est
isomorphe & . En effet, son discriminant étant 2'2.3 | on déduit du corollaire 3.1, que
al(f) est contenu dans . Par ailleurs, le polynéme f réduit modulo 5, se décompose
en (X3 — X2+ X +2)(X +1). Puisque X3 — X2 + X + 2 est irréductible dans /5 |,
al(f) contient un élément d’ordre 3 (prop. 3.3). Il contient aussi un élément d’ordre 2
(car f étant irréductible de degré 4, 'ordre de al(f) est pair). Donc 6 divise l'ordre de
al(f). Mais ne posséde pas de sous-groupe d’ordre 6. Donc al(f) =

Proposition 3.4. Soit p un nombre premier. Soit f un polynéme irréductible de Q[X|

de degré p. Soit L le corps de décomposition de f dans C. On suppose que f posseéde

exactement deux éros non réels. Alors le groupe de alois al(L/Q) (ou le groupe de
alois de f) est isomorphe & .

Démonstration : On peut supposer que p est > 3, car ’énoncé est vrai si p = 2.
Soit « une racine de f. Puisque Q(«) est contenu dans L, et que le degré de Q(a) sur
Q est p, le groupe de alois al(L/Q) posséde un élément d’ordre p. Par ailleurs la
conjugaison complexe induit un élément de al(L/Q) car f étant a coefficients dans Q,
si est racine de f, sont conjugué aussi. Puisque f a exactement deux racines non
réelles, la conjugaison complexe laisse fixe les p — 2 racines réelles de f et échange les
deux racines imaginaires. On déduit de la que I'image de al(L/Q) dans , contient une
transposition. Puisqu’elle contient un cycle d’ordre p, I'image de al(L/Q) dans , est
donc , tout entier. D’ou le résultat.

Cet énoncé fournit des exemples d’équations de degré p > 5 non résoluble par radi-
caux (cf. les références bibliographiques).

Exemple. Le groupe de alois sur Q du polynéme f(X) = X —4X3—2 est isomorphe
a . D’abord il est irréductible car c’est un polynéme d’Eiseinstein. Le groupe al(f)
contient donc un élément d’ordre 5. Par ailleurs, f possede trois racines réelles et deux
racines imaginaires. Or la conjugaison complexe est un élément de al(f). On déduit de
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la qu’il existe une transposition dans al(f). Par suite al(f) posseéde un cycle d’ordre
5 et une transposition. Cela entraine que al(f) =

Exercices. 1) Soit K = Q(v/ 2, \/g) le sous-corps de C engendré par une racine carrée
de 2 et une racine carrée de 3. Montrer que K est une extension galoisienne de Q dont le
groupe de alois est isomorphe & ( /2 )2 Dresser la liste des extensions intermédiaires
entre Q et K. Trouver un élément primitif de K sur Q.

2) Soit p un nombre premier. Soit ,(X) le polynéme (cyclotomique) défini par

p(X) = Z X",

0<i<p—1

a) Montrer que , est irréductible dans Q[X].

b) Soit une racine de ,. Montrer que Q( ) est une extension galoisienne de Q de
degré p — 1. On explicitera un isomorphisme de al(Q( )/Q) sur le groupe ( /p )*.

c) Montrer que le groupe de alois de , est cyclique d’ordre p — 1.

3) Soit f le polynéme de Q[X] défini par
f=X +X —-4X3-3X%2+3X+1.

a) Montrer que f est irréductible dans Q[X].

b) () Soit « une racine de f. Montrer que Q(«) est une extension galoisienne de Q de
degré 5 (en particulier le groupe de alois de f est isomorphe & /5 ).

¢) () Soit wune racine primitive 11-iéme de I'unité. Montrer que Q(«) est un sous-corps
de Q( ) : c’est en fait [ sous-corps de degré 5 de Q( ).

Pour la question b), on vérifiera en fait que si « est une racine de f, alors a3 — 3a,
a —40®+2, —a — o +3a%+2a—1, et a® — 2 sont aussi racines de f. En particulier
toutes les racines de f appartiennent & Q(«), ce qui montre que l’extension Q(a) de Q
est galoisienne.

Pour la question c¢), on vérifiera que si  une racine primitive 11-iéme de 'unité, alors
a= 3+ est une racine de f, ce qui entraine I’assertion.

Dans 'exercice précédent, le groupe de alois de K = Q(«) sur Q est abélien. On
dit que K est une extension abélienne finie de Q. On a constaté que K est un sous-corps
d’une extension cyclotomique. Ce fait est général : toute extension li finie de Q
est contenue dans un corps cyclotomique Q( ), ou est une racine n-ieme de 'unité, pour
un certain n. C’est le résultat principal de ce qu’on appelle la théorie du corps de classes
pour Q. On a d’ailleurs des résultats analogues si ’on remplace le corps de base QQ par
n’importe laquelle de ses extensions finies. C’est alors la théorie du corps de classes.

20



4) () Montrer que le corps de décomposition K du polynéme
X +X —12X —-7X +2 X*+14X°- X +1

est une extension abélienne de degré 7 de Q. Trouver un corps cyclotomique qui contienne
le corps K.

Les exercices 3) et 4) peuvent en fait étre traités en utilisant 'annexe sur les périodes
de I'’équation cyclotomique.

5) Déterminer le groupe de alois sur Q du polynéme f(X) = X — 3. Expliciter un
élément primitif du corps de décomposition de f.

I11.3. Correspondance de alois

Commencons par énoncer le théoreme fondamental de la théorie de alois (dans le
cas des extensions finies) :

Théoréme 3.1. Soit L une extension galoisienne (de degré fini) d’un corps K. osons
= al(L/K) le groupe de alois de L sur K. our tout sous-groupe H de , on note
L TPensemble des éléments x de L tels que 'on ait (x) = x, pour tout dans H.
a) L’ensemble L  est un sous-corps de L contenant K (c’est le corps fixe de H). Le
corps L est une extension galoisienne de L , et 'ona al(L/L )= H.
b) L’application H — L est une bijection entre I’ensemble des sous-groupes de et
Pensemble des sous-corps de L contenant K.
c¢) Soit H un sous-groupe de . L’extension L de K est galoisienne si et seulement
si H est un sous-groupe distingué de . L’application de restriction réalise alors un
isomorphisme de groupes de /H sur al(L /K).

Démonstration du théoréme

On va d’abord démontrer le résultat suivant :

emme 3.5 rtin . Soient L un corps et  un groupe fini d’automorphismes de L.
Soit K = L. D’ensemble des invariants de L par . Alors K est un sous-corps de L et L
est une extension galoisienne de K. On a de plus al(L/K) =

Démonstration : Le fait que K soit un sous-corps de L est immédiat. Considérons
alors un élément o« de L. Soit , le stabilisateur de @ dans . Si  est un élément de
lélément (a) ne dépend que de la classe a gauche 5 de modulo . On peut ainsi

former le polynome

faX)= ] X- (o).
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On remarque que « est racine simple de f,. Par ailleurs, f, est a coefficients dans K : cela
résulte du fait que les coefficients de f, sont des polynémes symétriques en les racines
(a) & coefficients dans , et que les opérations de  permutent les («) sans changer
les coefficients de ces polyndomes. Ainsi « est racine simple d'un polynéme a coefficients
dans K. Par suite ’extension L de K est algébrique et séparable. Montrons que le degré
de L sur K est fini. En effet, on vient de constater que tout a dans L est racine d’une
équation a coefficients dans K de degré < =n. Pour tout o dans L, on a donc
[K(a): K] < n.
Par ailleurs, tout sous-corps de L’ de L et de degré fini sur K est de la forme K(a), car

L’ est séparable sur K. Pour toute extension finie I’ de K contenue dans L, on a donc
[L': K] < n. Mais cela implique I'inégalité

2) IL: K] <n,

sinon il devrait exister une extension finie de K contenue dans L engendrée par n + 1
éléments de L linéairement indépendants sur K, ce qui n’est pas. Montrons que L est une
extension normale de K. On considére pour cela un polynéme f de K[X] irréductible
sur K qui posseéde une racine a dans L. Par conséquent, f divise le polynéme f, défini
ci-dessus, donc est décomposé dans L, autrement dit f a toutes ses racines dans L. D’ou
le fait que L soit normale sur K (prop. 3.2) et que L soit galoisienne sur K. Il reste a
montrer que  est le groupe de alois de cette extension. D’apres I'inégalité (2) et la
prop. 3.1, le groupe de alois al(L/K) posséde au plus n éléments. Comme il contient
évidemment les n éléments de , on a nécessairement = al(L/K). Cela termine la
démonstration du lemme.

Démontrons maintenant le théoréme 3.1.
(1) D’abord on a L = K (lemme 3.1).

(2) Soit F' un sous-corps de L contenant K. Alors L est une extension galoisienne
de F, et le groupe de alois al(L/F) est ’ensemble des éléments de al(L/K) qui se
réduisent a I'identité sur F'.

En effet, L est une extension séparable de F' (prop. 2.3). De plus un F-plongement
de L dans €2 est un K-plongement de L dans €2, donc applique L sur L. Ainsi L est
normale sur F'. Par ailleurs, les F-automorphismes de L sont les K-automorphismes de
L qui, par définition, se réduisent & I’identité sur F'. D’ou I'assertion.

(3) Soit F' un sous-corps de L contenant K. Soit H le sous-groupe de  formé des
éléments égaux a l'identité sur F'. Alors on a F' = L : cela résulte du lemme 3.1 et de
lassertion (2), car H = al(L/F).
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(4) Soit H un sous-groupe de . Alors L est un sous-corps de L qui contient K,
et L est une extension galoisienne de L . De plus on al(L/L )= H : cela résulte du
lemme 3.5. Cela constitue 1’assertion a) du théoréme.

Démontrons 'assertion b) du théoréme. D’abord ’assertion (3) fournit une applica-
tion de I’ensemble des sous-corps de L contenant K dans ’ensemble des sous-groupes de
: celle donnée par
F — al(L/F).

Par ailleurs, P’assertion (4) fournit une application en sens inverse : celle qui est donnée
par
H—L

Ces applications sont réciproques I'une de 'autre : en effet, on a
L =F (assertion (3)) et  al(L/L )=H (assertion (4)).

D’ou Dassertion b) du théoreme.

(5) Soit F' un sous-corps de L contenant K, tel que lextension F' de K soit ga-
loisienne. Soit H le groupe de alois al(L/F). Alors H est distingué dans . De plus
lapplication de restriction Re : — al(F/K),quia dans associe sa restriction a
F', est surjective de noyau H.

On remarque d’abord que l'application Re est bien définie, car F' est normale sur
K (la restriction d’un élément de & F définit bien un automorphisme de F'). C’est
un homomorphisme de groupes. Considérons un élément de al(F/K). Cet élément
se prolonge a L, et le prolongement obtenu fixe K, donc est dans . Cela montre que
Re est surjective. Le fait que son noyau soit H résulte de 'assertion (2) ci-dessus. En
particulier H est distingué dans . Cela démontre 1’assertion (5).

(6) Soit H un sous-groupe distingué de . Soit F = L . Alors F est une extension
galoisienne de K. On dispose d’une application de restriction Re : — al(F/K), qui
a dans associe sa restriction a F' elle est surjective de noyau H.

Montrons que 'on a (F) = F pour tout dans . Soient z un élément de F'et un
 (2) =g,
ce qui est clair car H est par hypotheése distingué dans . On déduit de 1a que chaque

élément de H. Il s’agit de vérifier que 'ona ( (z)) = (z),i.e. quel’on a

élément de  induit, par restriction, un K-automorphisme de F'. L’application

— est donc un homomorphisme de  sur groupe d’automorphismes de F'.
Montrons que 1’on a en fait = al(F/K). D’apres le lemme 3.5, il suffit de vérifier
que K est exactement le sous-ensemble de F' laissé fixe par . Considérons donc un
élément x de F', tel que 'on ait pour tout () = z. Alors pour tout dans
on (x) = x. D’apres Dassertion (1), x appartient donc & K. D’ou notre assertion et le
fait que l'on dispose d’'un homomorphisme de restriction Re : — al(F/K) qui est
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surjectif (cf. dém. de D'assertion(5)). Son noyau est le groupe de alois de L sur F, qui
n’est autre que H (assertion (4)). D’ou Passertion (6).

Les assertions (5) et (6) fournissent I’assertion c¢) du théoréme et terminent sa
démonstration.

Les énoncés (importants) qui suivent sont laissés a titre d’exercices :
On considére toujours une extension galoisienne finie L/K de groupe de alois

1) Soient F' et F' deux sous-corps intermédiaires de l'extension L/K. Soient H et
H'’ les deux sous-groupes de  correspondant & F' et F’ par la correspondance de alois.
Alors le sous-groupe H H’ correspond au composé FF' des corps F et F'.

2) Soit F une extension finie (quelconque) de K contenue dans €2 (2 étant une cloture
algébrique que l'on a fixée au départ : cf. p. 13). Alors LF est une extension galoisienne
de F' et L est une extension galoisienne de L  F'. Soit H le groupe de alois de LF sur
F. L’application de restriction H — al(L/L F) réalise un isomorphisme de groupes
de H sur al(L/L F).

3) Soit F' une extension finie (quelconque) de K contenue dans 2. Alors le degré
de LF sur F divise le degré de L sur K. Cette assertion est fausse si L n’est pas une
extension galoisienne de K.

4) Soit L’ une extension galoisienne finie de K contenue dans Q. Soit ' le groupe
de alois de L’ sur K. Alors le composé LL’ est une extension galoisienne de K. Soit
le groupe de alois de LL' sur K. L’application de restriction — " est injective.

Si L L'estégal a K, cette application est un isomorphisme de groupes de sur !

nnexe s r es periodesde e tionc coto i e

On considére un nombre premier > 5. On note L le sous-corps de C obtenu en
adjoignant & Q une racine primitive p-ieme de 'unité : on a L = Q exp(2ni/p) . Le degré
de L sur Q est n = p—1. On se propose ici de résoudre le probléeme suivant : on considere
une décomposition de n sous la forme

(1) n=ef,

ou e et f sont deux entiers > 1. D’apres le théoréme de correspondance de alois, le
corps L possede un unique sous-corps K de degré e sur Q. On va déterminer un polynéme
irréductible a coefficients dans Q qui définit 'extension K.

On introduit pour cela les notations suivantes :
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(i) =exp(2mi/p)
(ii) g une racine primitive modulo p : g est un entier compris entre 2 et p— 1 et la classe
de g modulo p engendre le groupe ( /p )*

(i) = al(L/Q) le groupe est cyclique d’ordre n
(iv) un générateur de :omn a
(2) ()=
(v) H lesous-groupe de engendré par le groupe H est 'unique sous-groupe d’ordre

f de , dont le corps des invariants correspondant est K.
(vi) si j est un entier relatif, on note

(3) = ()

On a ainsi

(4) =

Pour tout 7 et j dans , on a donc 'égalité
(5) ()=

Les éléments ¢, 1,..., n—1 sont a Uordre pres, , 2, .., ™. Lesystéme ( )o< <n-1

est en particulier une base de L sur Q.

Etant donné un entier relatif h, considérons maintenant 1’élément défini par
I’égalité

(6) = ().

Par définition de la trace d’un élément de L sur K, on a en fait

= > ()

0<t< —1

On a donc d’apres les notations ci-dessus
7) Y

Les éléments sont appelés 10 l tio ¢ cloto 1 associées a e et p. Ces
nombres algébriques vérifient les propriétés suivantes :

1) Les  sont des éléments de K (cela résulte de la définition et du lemme 3.1)
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2) le systéme ( ;)o<i< —1 est une base de K sur Q (cf. formule (7))
2) pour tout h et i dans , on a I'égalité (cf. formule(5))

() ()= .
En particulier, ne dépend que de la classe de h modulo e.

On déduit de 1a le résultat suivant :

Proposition. On a K = Q( o). Le polynéme minimal P de o sur Q est donné par

rx)= J[ &x- ).

0< < -1

Démonstration : D’abord le corps Q( ¢) est contenu dans K. Le degré de ¢ sur Q
est donc au plus e. Par ailleurs, pour tout h dans , on a d’apres ()

= (o)

Ainsi, ¢ possede au moins e conjugués sur Q. Le degré de ( sur Q est donc e. Cela
entraine que P est le polynéme minimal de o sur Q et que K = Q( o). D’ou le résultat.

Afin d’expliciter le polynome P, il suffit donc de connaitre la table de multiplication
de K dans la base ( ;)o<i< —1- Autrement dit il s’agit de savoir calculer les produits
k- On considere pour cela, pour tout dans , les éléments de K

= ().

On vérifie directement 1’énoncé suivant :

emme. ( auss) Soient et deux entiers relatifs. On a I’égalité

() = >

0< < -1

Cet énoncé fournit la table de multiplication cherchée. En effet soit un entier relatif.

a) Si  est multiple de p, on a par définition = 0 =[L:K]= f.Or la somme
des éléments , pour h compris entre 0 et e — 1, vaut —1. On a donc
a0 - ¥
0< < -1

b) Supposons que ne soit pas multiple de p. Soit h le plus petit entier naturel
compris entre 0 et n — 1 tel que l'on ait

g mod. p.
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On a alors I’égalité (cf. formule (6))

(1) -

Les formules ( ), (10) et (11) permettent alors d’écrire la table de multiplication cherchée.
Exemple numérique. Prenons p = 7. Déterminons le polynome irréductible définissant]j

le sous-corps de Q(exp(27i/7)) de degré 3 sur Q. On a donc e = 3, f = 2. On vérifie que
g = 3. On a par ailleurs

On déduit de 1a que
o12=1 e o1+ 12+ 02=-2
Par suite le polynéme P cherché est donné par 1’égalité

PX)=X*+X?-2X-1.
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Introduction au proble e
de la th éorie de Galois inverse

Il s’agit du probleme suivant :

Probléeme. Soit un groupe fini. xiste-t-il une extension galoisienne finie K de Q telle
le groupe de alois de K sur Q soit isomorphe a

Ce probleme n’est toujours pas résolu. Il y a cependant de nombreux groupes
pour lesquels on sait répondre positivement a cette question. Tel est par exemple le cas
si est ol | cerésultat a été prouvé par Shafarevich en 1 54. En particulier, un
groupe fini d’ordre une puissance d’un nombre premier est groupe de alois sur Q. eit
et Thompson ont démontré en 1 62 qu’un groupe fini d’ordre impair est résoluble. On a
ainsi le résultat suivant :

Théoreme. Soit un groupe fini d’ordre impair. Alors  est groupe de alois sur Q.

On pourra consulter les références [13], [14] pour connaitre plus précisément les
résultats démontrés sur ce probleme, ainsi que les techniques d’attaques qui sont actuelle-
ment utilisées.

L’objectif ici est seulement de donner quelques exemples classiques de groupes
se réalisant comme groupe de alois sur Q. Remarquons que si un groupe  répond
positivement au probleme, il en est de méme de tous ses quotients.

I. ecs eien
Le premier exemple est donné par les groupes abéliens.

Théoreme 1.1. Soit un groupe abélien. Alors est groupe de alois sur Q.

Démonstration : On montre d’abord qu’il existe un entier > 1 tel que  soit
isomorphe & un quotient de ( / )*. Puisque  est abélien, est isomorphe & un

11 /n

7 1

produit de groupes cycliques :

On cherche alors une famille de nombres premiers (p;)i1<i< telle que, pour tout ¢ compris
entre 1 et , /n; soit un quotient de /(p; — 1) . Il suffit pour cela de chercher des
nombres premiers p; de sorte que ’on ait p; 1 mod. n;. Or il existe une infinité de tels
nombres premiers (théoréme de Dirichlet). On déduit de 1& un homomorphisme surjectif
de groupes
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du produit des /(p; —1) sur . Posons alors

Zsz'-
i 1

L’entier ~ convient. En effet, les groupes /(p; —1) et ( /p; )* sont isomorphes, et
l’on a un isomorphisme canonique (lemme chinois)

(/o 1IC /e,

7 1

d’ou notre assertion. Par ailleurs, si  est une racine primitive -iéme de 'unité, ’application]j

p:(/ )= alQ()/Q),

définie par 'égalité
e()() =,

est un isomorphisme de groupes. Le résultat provient alors du théoreme de la correspon-
dance de alois : d’apres ce qui précede il existe un homomorphisme de groupes surjectif
¥ de al(Q( )/Q) sur . Soient H le noyau de 3 et K le sous-corps de Q( ) laissé fixe
par H. Le groupe de alois al(K/Q) est isomorphe a d’ou le théoreme.

II. e ro pes etri e ,

La lecture de ce paragraphe nécessite quelques connaissances de théorie algébrique
des nombres, notamment la notion de ramification dans les extensions finies de Q (cf. par
exemple [10]). Le théoréme suivant a été démontré par Selmer (cf. [11]) :

Théoréme 2.1. Soit n un entier > 2. Le polynéme X™ — X —1 dans [X] est irréductible
sur Q et son groupe de alois sur Q est isomorphe a ,.

Démonstration : On posera P = X" — X — 1.

1) Montrons que P est irréductible sur Q. D’abord P n’a pas de racine dans Q : si
tel était le cas, 1 ou —1 serait racine de P, ce qui n’est pas. On peut supposer désormais
que 'on a n > 4. Par ailleurs les racines de P dans C sont simples. En effet, une racine
multiple de P devrait vérifier I'égalité n "~ = 1, ce qui entraine n( +1) = , et
devrait étre dans Q.

Etant donné un facteur unitaire de P A coefficients entiers de degré d > 2, on note
R(Q) I'ensemble des racines de ). On pose



Si ( ;)1<i< sont les fonctions symétriques élémentaires des racines de @, on a ’égalité

(1) @)= 1-—

Les ; sont des entiers, et 'ona = Q(0) = 1. En particulier (@) est un entier
relatif. On a de plus

(2) (P)=1.

(Onadanscecas 1 =0et _;=— ).
Supposons alors que P soit réductible sur Q. On a P =@ , ou Q et  sont deux
polynémes unitaires de degré > 2 & coefficients dans ( est intégralement clos). On a

Afin d’obtenir une contradiction il suffit, d’apres (2), de prouver que l'on a

(3) @) =1

Considérons pour cela une racine de P. Il existe deux nombres réels et tel que 'on
ait = exp(i ).Ona "= +1 ,cequiimplique I'égalité

(4) M= 241+2 cos .

On remarque d’abord que 'on a
(5) =1.

En effet, si  était égal 4 1, serait d’apres ’égalité (4) une racine cubique de 'unité, ce
qui n’est pas. Montrons alors que l'on a l'inégalité

0 2 (=150
(e ()

et 'on déduit de 1’égalité (4)

Puisque l'on a ( 2 —1)( ?® — 2) > 0 (considérer les cas ou > 1 et 1), on obtient
ainsi I'inégalité (6).
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On considere alors les racines ( ;)i1<i< de Q. Posons ;= ; .Ona

En particulier on a
1
2

=1.
7 (2

L’inégalité entre moyennes arithmétique et géométrique entraine alors

(58

i1

On déduit alors de 'inégalité (6),

2 (Q):;2 (i—i>>2(%—1)20.

v i 1N @

(La premiere égalité ayant lieu car (Q) est entier et sa partie imaginaire est nulle). On
obtient ainsi I’assertion (3), ce qui prouve l'irréductibilité de P.

2) Montrons maintenant que le groupe de alois de P est isomorphe & . Soient
(#i)i1<i<n les n racines de P dans C. On pose L = Q(z1,..,2,) le corps obtenu en
adjoignant & Q les x;. On désigne par  Panneau d’entiers de L (la fermeture intégrale
de dans L) et le groupe de alois de L sur Q. Le fait que P soit irréductible signifie
que opere transitivement sur I’ensemble R = =z, ...,x, . La démonstration comporte
plusieurs lemmes :

emme 2.1. Le groupe  est engendré par ses sous-groupes d’inertie I lorsque
parcourt les idéaux maximaux de

Démonstration : Ce lemme est en fait valable en remplacant P par n’importe quel
polynome iréductible sur Q. On considere le sous-groupe H de  engendré par ses sous-
groupes d’inertie I lorsque parcourt les idéaux maximaux de . C’est un sous-groupe
distingué de . En effet, si p est un nombre premier, les I lorsque parcourt les idéaux
premiers de  au-dessus de p, forment une classe de conjugaison de sous-groupes de
Soit K le sous-corps de L laissé fixe par H. Tout revient & montrer que 'on a K = Q.
Pour cela il suffit de montrer que si p est un nombre premier, p est non ramifié dans
K (car il n’existe pas de corps de nombres, autre que Q, partout non ramifié sur Q :
c’est le théoréme d’ ermite-Min o s i, cf. [10], p. 71). On considére donc un nombre
premier p et un idéal premier de au-dessus de p. Posons = K. L’extension K/Q
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est galoisienne, et 'image de I par le morphisme de restriction — al(K/Q) est le
sous-groupe d’inertie en de al(K/Q). Or par définition H contient I , et 'image de
H est triviale dans al(K/Q). Cela prouve que p est non ramifié dans K. D’ou le lemme.

emme 2.2. Soient p un nombre premier et un idéal premier de  au-dessus de p.
Alors lordre du sous-groupe d’inertie I de  est < 2. Si I n’est pas trivial, il est
engendré par une transposition.

Démonstration : Etant donné un élément x de , on note x son image dans le corps

résiduel / , et P le polynome déduit de P par réduction de ses coefficients modulo p.
On a

P:ﬁ(X—xi):X"—X—l /1X].

De I'égalité P’ = nX"~! — 1, on déduit que
XP' —nP=(n-1)X +n.

Il en résulte que le P CD de P et P’ est un polynome de degré < 1 (p ne peut diviser
n et n —1). Ainsi P posséde n racines distinctes dans le corps fini / , ou bien P a une
unique racine double et n — 2 racines simples dans / .

Supposons que I ne soit pas trivial. Soit un élément de I autre que 1’élément
neutre e. Il existe 7 entre 1 et n tel que on ait (x;) =« avec ¢ = j. Puisque est dans
I ,ona

T, = (z;)=7,

donc T; est une racine multiple de P. Puisque P ne peut posséder qu’une seule racine
multiple, on déduit de la que si  est un entier compris entre 1 et n, distinct de ¢ et 7,
on a nécessairement (xr) = z. Par conséquent, considéré comme un élément du groupe
symétrique de R, est la transposition (z;,z ), et est en particulier d’ordre 2. Cela
entraine que 'on a I = e, (car P a une unique racine double). D’ou le lemme.

Corollaire 2.1. Le groupe , considéré comme sous-groupe du groupe symétrique de
R, est engendré par des transpositions.
Démonstration : C’est une conséquence immédiate des lemmes précédents
Rappelons que P étant irréductible sur QQ, le groupe  opére transitivement sur R.
Tout revient alors a démontrer 1’énoncé suivant, :

emme 2.3. Soient n un entier > 1 et  un sous-groupe transitif de , engendré par
des transpositions. Alors on a = .

Démonstration : Soit (a, b) une transposition. Il suffit de prouver que (a, b) appartient
a . Soit I’ensemble des transpositions qui appartiennent a . Puisque est transitif,
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il existe un élément g de  tel que 1'on ait g(a) = b. Il existe un entier p > 1 et une
famille d’éléments ( ;)1<i<p de  tel que 'on ait

P
9= H i
i1
Parmi tous les choix possibles de g et des éléments ;, on suppose que I'entier p est
¢ ¢ [ On peut supposer que 'on a p > 2. On remarque d’abord que b appartient au
support de 1. En effet, posons = 4... p(a) ona i1g(a) = 1(b) = etsi =bcela
contredit la minimalité de p. Soit alors j un entier entre 2 et p. Pour tout ¢ entre 1 et
!

p—1, posons ;= ~1. On a I'égalité

-1

o= (I)(11, )

7

Le raisonnement précédent montre que b appartient au support de . En particulier b
est dans le support de ,. De méme a appartient au support de ,, sinon ;... ,_; envoie
a sur b, ce qui contredit encore la minimalité de p. Puisque , est une transposition on a
donc , = (a,b), et ainsi (a,b) est dans . D’ou le résultat.

Terminons ce paragraphe par le résultat suivant :

Proposition 2.1. Soit K = Q(«) ot & est une racine de P. Alors Q et K sont les seules
extensions de Q contenues dans K.

Démonstration : Identifions le groupe de alois de P a un sous-groupe de . Soit

le groupe de alois de L sur K. C’est un sous-groupe d’indice n de . Il est donc

isomorphe & ,_1 (car c’est le fixateur de «). Considérons alors une extension H de

Q contenue dans K distincte de K. Le groupe al(L/H) contient strictement . Cela
entraine = ,, (le vérifier) et donc H = Q. D’ou le résultat.

ITI. e ro pe »(F,) ppre ier

On a I’énoncé suivant :

Théoréme 3.1.  our tout nombre premier p le groupe  o(IF,) se réalise comme groupe
de alois sur Q.

Cet énoncé peut se déduire de la théorie des courbes elliptiques sur Q. Etant donnée
une courbe elliptique  sur Q, i.e. une courbe projective lisse définie sur QQ, de genre 1,
possédant un point rationnel sur QQ, on peut parler, pour tout nombre premier p, de son
groupe des points de p-division. C’est un espace vectoriel de dimension 2 sur /p , sur
lequel opere le groupe de alois de Q sur Q. On obtient ainsi un homomorphisme

p: AQQ) = 2(Fy),
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dont le corps laissé fixe par le noyau de ,, est une extension finie de Q : c’est le corps des
points de p-division de . ean-Pierre Serre a prouvé en 1 72, qu’en général , , est
surjectif (cf. [12]). Par exemple, si ’on prend pour la courbe elliptique (de conducteur
37) d’équation

’+ =2°—uz,

I’homomorphisme , correspondant est surjectif pour tout nombre premier p. Cela en-
traine en particulier le théoreme.

Un exemple de polynéme irréductible sur Q dont le groupe de alois soit isomorphe
a  2(F3) (qui est d’ordre 4 ) est

f=X +72X -1 X —332667.
Il existe un point P d’ordre 3 de  tel que, si « est une racine de f, 'on ait Q(«a) = Q(P).

I . nprod it se idirect /p /(p—1) p pre ier

Soit p un nombre premier. Choisissons un générateur a de  /p *. Notons ¢
I’homomorphisme de groupes de /(p — 1) dans Aut( /p ), le groupe des automor-
phismes de /p , défini par

en+(p-1 = —a"
Considérons le produit semi-direct /p /(p—1) :c’est un groupe d’ordre p(p —1)
non abélien, qui est ensemblistement le produit cartésien /p /(p—1) , et dont la

loi de composition interne est donnée par
(a,b),(c;d) — a+p(b)(c),b+d .

L’élément neutre est (0,0) et l'inverse de (a,b) est ¢(—b)(—a),—b . On va montrer
I’énoncé suivant (cf. [4], p. 147 sip=15) :

Proposition 4.1. Le groupe de alois sur Q du polynéme XP? — 2 est isomorphe au
produit semi-direct /p /(p—1)

On montre d’abord le lemme suivant :

emme 4.1. Soient un groupe, d’élément neutre e,  un sous-groupe distingué de
et H un sous-groupe de . otons 1 : H — Aut( ) I’lhomomorphisme qui a h associe
n — hnh~! . Supposons que l'on ait les égalités

= H e H = e .
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Alors le produit semi-direct H est isomorphe &  via ’application
(n,h) = nh.
Démonstration : Notons f cette application. On a
f (n,h).(n,B") = f(nhn'h™t hA') = nhn/ B hh' = nhn'h = f(n,h)f(n', '),

ce qui prouve que f est un morphisme de groupes. Les hypothéses faites sur et H
entrainent par ailleurs que f est une bijection. D’ou le lemme.

emarque

Soit  un groupe, d’élément neutre e, et  un sous-groupe i ti de :onala
suite exacte de groupes

e » = 5/ 5 e,

ou ¢ est 'inclusion et p la surjection canonique. Supposons que cette suite exacte soit

) , autrement dit que p posséde une section, c’est-a-dire encore qu’il existe un ho-
momorphisme de groupes : / — tel que po soit 'application identique de /
Soit H= ( / ). Alors réalise un isomorphisme de / sur le sous-groupe H de

et I'on vérifie que 'on a les égalités
= H e H = e.
(Si g est dans , en posant h= (g ),onag=h(h™lg) et h~'g appartient & ).

Démonstration de la proposition

Soient  une racine primitive p-ieme de l'unité et o une racine p-ieme de 2. On
notera f = XP? —2. Il est irréductible sur Q (c’est un polynéme d’Eisenstein). Le corps de
décomposition de f est K = Q( , ) : en effet, K est une extension galoisienne de Q et
c’est la plus petite extension de Q qui contient toutes les racines de f. Notons le groupe
de alois al(K/Q). Puisque Q( ) est une extension galoisienne de Q, le groupe de alois

= al K/Q( ) est un sous-groupe distingué de . Posons H = al K/Q(a) . On a
les égalités =H et H = e : il suffit pour le vérifier de remarquer que  est
d’ordre p(p — 1), que et H sont respectivement d’ordre p et p — 1, et que les groupes

H/ et HH sont isomorphes. Il résulte du lemme 4.1 que  est isomorphe au
produit semi-direct H, ou vy désigne l'opération de H sur  par automorphismes
intérieurs. Il reste & vérifier que ce produit semi-direct est isomorphe a /p /(p—1)
Le groupe  est engendré par ’élément , ou est déterminé par les égalités

()= e (a)= a
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Notons encore a le représentant de a compris entre 1 et p. Le groupe H est engendré par
I’élément  défini par
()= et (a)=a.

La éche : H— /p /(p—1) définiepar (%, )= i+p ,j+(p—1)
est alors un isomorphisme de groupes. En effet, on vérifie que ’on a

() )= T'=

En particulier, pour tout j et [, 'on a 1’égalité

()0 )=

On déduit de 1a que est un homomorphisme de groupes. Par ailleurs, est clairement
bijectif. D’ou la proposition.

e ro pe terne 2(F )
Montrons le lemme suivant :

emme 5.1. Soit f un polynéme irréductible unitaire de [X] de degré 5. Supposons
que les deux conditions suivantes soient réalisées :
a) Le discriminant (f) de f est un carré dans ;
b) il existe un nombre premier [, qui ne divise pas (f), tel que le polynéme de F [ X]
déduit de f par réduction modulo | possséde exactement deux racines dans T .
Alors le groupe de alois de f est isomorphe a

Démonstration : Supposons les conditions a) et b) réalisées : identifions al(f) & un
sous-groupe de . Il résulte de la condition a) que al(f) est contenu dans . Puisque !
ne divise pas  (f), le polynéme f mod. [ est séparable, et en utilisant la proposition 3.3,
on constate que 3 divise Uordre de al(f). Par ailleurs, f étant irréductible de degré 5,

al(f) a un ordre divisible par 5. Ainsi 15 divise  al(f) . Or un groupe d’ordre 15 est
cyclique et ne contient pas d’élément d’ordre 15. On déduit de 1a que  al(f) = 30
ou 60. Mais étant un groupe simple et un sous-groupe d’indice 2 étant distingué, cela
entraine que  al(f) =60ie. que al(f)= . D’ou le lemme.

emarque

Pour vérifier que les groupes et  o(F ) sont isomorphes, on peut remarquer que

2(F ) opere a droite non trivialement sur la droite projective sur F , i.e. sur 'ensemble
des droites du F -espace vectoriel F [ , qui est un ensemble & cinq éléments. On obtient
ainsi un homomorphisme de groupes 2(F ) — . Notre assertion résulte alors du fait
que  o(F ) est un groupe simple de méme ordre que . On a en fait le lemme suivant :

emme 5.2. Un groupe simple qui opére non trivialement sur un ensemble a n éléments
est isomorphe a un sous-groupe du groupe alterné .
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pplication

(Mestre) Soit f = X —10X3+2X%+1 X — 6. Le dicriminant de f est (23. 7)2.
On a
fmod. 3=X(X-1)(X3+X%-1) F[X].

D’apres le lemme 5.1 on a al(f) =

Montrer que sil'on prend f = X —23X3+55X2-33X—1, 0on a encore al(f) =

I. es ro pes dordre

Commencons par déterminer, & isomorphisme pres, tous les groupes d’ordre  (cf.
par exemple [4], p. 22). D’abord il résulte du théoréme de structure des modules de type
fini sur , que les groupes abéliens d’ordre sont

(/2)° /4 /2 et [/

Considérons alors un groupe d’ordre . Soit le maximum des ordres des éléments de

. D’apres le théoreme de Lagrange, on a 2,4, .Si = , est cyclique d’ordre
.Si =2le groupe est abélien isomorphe & ( /2 )3. Supposons donc désormais que
ona =4etque n’est pas commutatif. Soit @ un élément de  d’ordre 4 (a existe

par hypothése). Soit  le sous-groupe de  engendré par a. Puisque  est d’indice 2, il
est distingué dans . On dispose ainsi de la suite exacte :

ou % est l'inclusion et p la surjection canonique. On distingue alors deux cas suivant que
cette suite exacte est scindée ou non.

1) Supposons que cette suite exacte soit scindée. Cela signifie par définition que
p posséde une section . Posons H = ( / ). Le groupe est alors isomorphe au
produit semi-direct H ou ¢ : H— Aut( ) est 'homomorphisme qui correspond
a 'opération de H sur  par conjugaison (lemme 4.1 et la remarque qui le suit). Dans
ce cas  est donc engendré par deux éléments a et b vérifiant les égalités a = b% = e et
bab~! = a~! (ordre de a est celui bab™!). Cela montre que est diedral (c’est le groupe
généralement noté ).

En fait le groupe Aut( /4 ) est d’ordre 2 : ses deux éléments sont I’application
identique et ’homomorphisme 1 défini par 1’égalité (1) = —1. Ce qui préceéde montre
que, plus concrétement,  est isomorphe au produit semi-direct /4 /2 ,ou g
I’homomorphisme de /2 dans le groupe des automorphismes Aut( /4 ) tel que (0)
soit Papplication identique de /4 et que (1) = 9.
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2) Supposons que cette suite exacte ne soit pas scindée. Cela signifie que les éléments
de qui n’appartiennent pas &  sont d’ordre 4. Soit b un élément de  qui ne soit pas
dans .On a alors

= e,a,a%, a® b, ab,a’b,a’b .

Considérons alors le centre de . Il est d’ordre 2 : en effet, le centre d’un 2-groupe n’est
pas trivial et si / était d’ordre 2, il serait cyclique, et  serait alors abélien. Puisque
a? est le seul élément de  d’ordre 2, on a donc = e,a? . L’élément b2 est d’ordre 2
et 'on a donc b2 = a2. Par définition, est le groupe quarternionien d’ordre

Remarquons que les groupes et ne sont pas isomorphes : le groupe possede
un unique sous-groupe d’ordre 2, a savoir son centre, ce qui n’est pas le cas pour . En
fait les trois sous-groupes d’ordre 4 de sont cycliques, et possede trois sous-groupes
d’ordre 4 dont un seul est cyclique.

Conclusion. Il y a (& isomorphisme pres) cing groupes d’ordre . Ceux qui ne sont
pas abéliens sont le groupe diédral et le groupe des quaternions

On va montrer le résultat suivant (cf. [4], p. 160) :

Proposition 6.1. 1) Le groupe de alois sur Q de X — 72X +1 0X —144X2+ 36
est isomorphe a
) Le groupe de alois sur Q du polynéme X — 2 est isomorphe &

Démonstration : 1) Posons g = X — 72X +1 0X — 144X?% + 36. D’abord g est
irréductible sur Q (le vérifier). Soit « une racine de g dans C. Posons

1 215 — 61 54 101
Bzia—?a +7 o® — 420, = —u« +§a—7a3+7a,
-5 133 261
= —a + R Tag’ + 23a.

On vérifie alors (& I’aide d’un logiciel de calcul) que les racines de g sont

a’ ﬂ’ 9

Cela montre que l'extension Q(«) de Q est galoisienne (puisque toutes les racines de g
sont dans Q(«)) de degré . C’est le corps de décomposition de g.

Soient et les éléments de al(g) définis par les égalités

On vérifie que 'on a



Cela prouve que  n’est pas abélien. On vérifie ensuite que l'on a = = e. Cela
suffit pour conclure que al(g) est isomorphe & | car le groupe possede un unique
sous-groupe cyclique d’ordre 4. On vérifie que ’on a en fait

En effet, ces éléments sont tous distincts et sont dans al(g).

D’apres le théoreme de correspondance de alois il existe donc un unique sous-corps
K de Q(a) de degré 4 sur Q. 11 s’agit du corps K = Q( ), ou est racine du polynéme
X +6 X3—-30X2—4X + 1 (dont une racine est 1 — o). Les trois sous-corps de Q(c)
de degré 2 sur Q, qui correspondent aux trois sous-groupes cycliques d’ordre 4 de al(g),

sont Q(v/3), Q(v2) et Q(v/6). On a K = Q(v/2,V3).

2) Posons f = X — 2. C’est un polynoéme d’Eiseinstein donc est irréductible sur
Q. Soient K le corps de décomposition de f et une racine de f. On a K = Q( ,7) ou
i? = —1. On vérifie que 'on a K = Q(), oll @ est une racine du polynome X +4X +
2X +2 X?2+1. 1l suffit alors d’imiter la démonstration de 1’assertion 1) pour obtenir le
résultat.

Terminons ce paragraphe par les exercices suivants :

1) Posons f=X +X —7X —6X +15X +10X3—-10X2—4X + 1. Montrer que
le groupe de alois de f est cyclique d’ordre . Si « est une racine de f, le corps Q(«)
est en fait le sous-corps totalement réel de Q exp(%-+) .

2) Trouver un polynéme défini sur Q dont le groupe de alois sur Q soit isomorphe
a /4 /2 .

3) Trouver le groupe de alois sur Q du polynome X —40X +352X — 60X2+576.

4) Soient K; et K les extensions K de QQ définie par

K1:Q< m) et KQ:Q< (2+\/§)(3+\/§)).

Montrer que K5 est une extension galoisienne de Q, mais pas K;. Montrer que le groupe
de alois al(K3/Q) est isomorphe a
II. e ro pe 2(F )
Le groupe o(F )= o(F )/ 1 estun groupe simple d’ordre 16 = 23.3.7. 1l

y a une seule classe d’isomorphisme de groupes simples d’ordre 16 .
Théoreme 7.1. Le groupe de alois sur Q du polynéme X —7X + 3 est isomorphe au
groupe 2(F ).

On posera f = X —7X + 3. Soit (f) le groupe de alois sur Q de f. On identifie
(f) & un sous-groupe de . Ce polyndme est irréductible sur Q (le vérifier).
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Pour démontrer ce théoreme il convient déja de connaitre les classes de conjugaison

de sous-groupes transitifs de . Il y a en fait sept classes de conjugaison de sous-groupes

de  quisont transitifs : des représentants de ces classes sont , , un groupe isomorphe

a 2(F ), et quatre groupes métacycliques M,, définis de la fagon suivante : posons
1= ]-a 2 = 1767 3= 172747 = 172a374a576'

Soient b un entier tel que 1 < b < 7 et a un élément de , pour tout entier i tel que

1 < i <7, on note (7) le représentant de ai + b mod. 7 compris entre 1 et 7 : on
obtient ainsi une permutation de . Le groupe M,, est alors le sous-groupe de
formé des éléments lorsque a parcourt ,, et b les entiers entre 1 et 7. C’est un groupe

d’ordre 7n (en fait M, est isomorphe au sous-groupe du groupe affine sur F formé des
transformations affines — a + b, ol b parcourt F , et ou a parcourt les éléments du
sous-groupe cyclique d’ordre n de (/7 )*). Si M, est d’ordre impair (i.e. d’ordre 7 ou
21), il est contenu dans

Pour vérifier que 2(F ) est isomorphe & un sous-groupe de , en fait de , on
construit une opération non triviale de 2(F ) sur un ensemble & sept éléments (cela
n’est pas immédiat). On obtient ainsi un homomorphisme de groupes ¢ de 2(F ) dans

. Le noyau de ¢ n’est pas 2(F ) car 'opération n’est pas triviale. Puisque 2(F )
est simple, ¢ est injectif. En fait son image est contenue dans . En effet, en composant
¢ avec le morphisme signature, on obtient un homomorphisme ofF )—» / dont
le noyau est ¢~( ). Si 'image de ¢ n’était pas contenue dans , I'image réciproque
@ 1( ) serait un sous-groupe d’indice 2 de 2(F ), ce qui n’est pas car 2(F ) est
simple.

1) Le discriminant de f est 3 .7 . Puisque c’est un carré, le groupe de alois de f
est contenu dans

2) Le polynome f étant irréductible de degré 7, Pordre de (f) est donc divisible
par 7.

3) Le polynome f posséde trois racines réelles et quatre racines complexes non réelles.
On déduit de 1a que la conjugaison complexe, restreinte au corps de décomposition de f et
identifiée & un élément de , est un produit de deux transpositions a supports disjoints.
En particulier, Pordre de (f) est pair.

emme 7.1. Le groupe (f) est isomorphe &  ou a o(F ).

Démonstration : Puisque (f) est contenu dans , il s’agit de vérifier que (f)
n’est pas isomorphe & un groupe M,,. Supposons que (f) soit isomorphe & 'un des M,,.
D’apres la remarque 3), on an = 2 ou n = 6. L’élément 3 est le 6-cycle (132645),
qui n’appartient pas & les groupes (f) et M ne sont donc pas conjugués, et par
suite ils ne sont pas isomorphes (par exemple les ordres des représentants des classes de
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conjugaison de sous-groupes transitifs de  sont tous distincts). Par ailleurs, on a ’égalité
= (16)(25)(34), qui n’est pas dans . Ainsi (f) et My ne sont pas isomorphes.
D’ou le lemme.

emarque. La démonstration du lemme précédent montre qu’un sous-groupe tran-
sitif de  qui est contenu dans , et distinct de  , est isomorphe & 2(F ) ou al'un
des deux groupes M7 ou M3. Si de plus il est d’ordre pair, il est isomorphe a 2(F ).

Nous allons maintenant déterminer des conditions nécessaires pour que (f) et
soient isomorphes.

Conditions pour qu’un groupe de alois soit isomorphe a

La référence concernant ce paragraphe est [3]. Considérons un entier n > 2 et un
entier vérifiant les inégalités 0 n. Soient f un polyndéme irréductible unitaire de
degré n a coefficients dans et (a;)i1<i<n la famille des racines de f dans C. On pose
m= , et K=Q(a1,...,an).

emme 7.2. Soit [D’ensemble des m éléments de K formé des sommes de éléments
a; distincts. Soit Q( ) l'extension de Q obtenue par adjonction des éléments de . On a

K=q().

Démonstration : Le résultat est évident si = 1. Supposons donc > 2. Soit ¢
un entier tel que 1 < ¢ < n. Soient ; le sous-ensemble de  formé des éléments ol a;
apparalt dans la somme des termes et ¢; la somme des éléments qui sont dans ;. On a

-1 -2
Ci= ,_10+ ,_5 E ag-
k i

On a ainsi

C; = n:; a; + ni% Z a.
1<k<n
Cette formule montre que a; appartient & Q( ) et donc que K est contenu dans Q( ).
Inversement il est clair que Q( ) est contenu dans K. D’otu le lemme.

Proposition 7.1. Soit f le polynéme unitaire (a coefficients dans C) dont les racines
sont les éléments de : c’est un polyndéme a coefficients dans . Supposons que le groupe
de alois de f soit isomorphe & . Alors f est irréductible sur Q.

Démonstration : Le polynome f est a coefficients dans : en effet, les a; sont
des entiers algébriques et un élément de al(Q/Q) laisse stable . D’aprés le lemme
précédent et ’hypothese faite sur f, le groupe de alois de f est isomorphe a .
Supposons < n — 2. Puisque le groupe , est n — 2-transitif sur X = 1,2,...,n , le
groupe de alois de f agit transitivement sur les racines de f . Cela entraine que f
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est irréductible sur Q. Supposons maintenant = n — 1. Dans ce cas, en utilisant le fait
que , est transitif, on constate que , agit transitivement sur I’ensemble des parties

0 0 o0 an—1 éléments de X. Ainsi ,, agit encore transitivement sur les racines
de f . D’ou la proposition.

On déduit de 13 le résultat suivant :

Corollaire 7.1. Supposons que f soit le polynéme X +aX + b [X], o1 a et b sont
deux entiers relatifs, et que les conditions suivantes soient réalisées :

1) le dicriminant de f est un carré dans ;

) le polynéme f posséde exactement trois racines réelles ;

) le polynéme f3 est réductible sur Q.

Alors le groupe de alois de f est isomorphe & o(F ).
Démonstration : Il suffit d’utiliser les résultats précédents avec = 3 (on a alors
m = 35).

in de la démonstration du théoréme 7.1

On constate que le polynéme f3 dans [X] est donné par
fa (X)=X2 —2 0X% 4+ 06X%2 —7 0 6X2° —56 26X%2 + 34452X 2

+173 6 6X' +40 366X' +113 2 2X' + 7 750X! — 12357 47X
+13 3266X 10 — 345672X +4 75614X —5 202 X +2 0424 6X
—124467 4X —2222640X°3 + 1227744X2 + 362 X — 31104.

Ce polynome est réductible sur Q : il est divisible par X + 14X —42X2 — 21X +
D’apres le corollaire 7.1, le groupe de alois de f est donc isomorphe a 2(F ). D’ou
le théoreme.

Exercices. 1) Avec les notations du corollaire, supposons que (a, b) soit 'un des deux
couples (—154, ) (cf. [3]) ou bien (—44 ,3 4). Montrer que le groupe de alois de f est
encore isomorphe a 2(F ).

2) Montrer que le groupe de alois de X — 56X + 4 est isomorphe a
3) Montrer que le groupe de alois de X — 2 est isomorphe a M (d’ordre 42).

III. e ro pe terne ,

ilbert a démontré que, pour tout entier n> 2, ,, est groupe de alois sur Q.
Il serait interessant d’expliciter, pour tout entier n > 2, un polynéme irréductible sur
Q dont le groupe de alois soit isomorphe au groupe , (comme pour le groupe ).
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Signalons dans cette direction que Schur a démontré que si n est divisible par 4, le

polynéme exponentiel tronqué,
]

k 0

a pour groupe de alois .
Considérons un entier n > 4 4 . Soit f le polynéme & coefficients dans Q( ), en
I'indéterminée X, donné par

(X, )=(n-DX"—nX""1+14+(-1)"(n—-1) 2

On peut démontrer que f est irréductible sur Q( ) et que son groupe de alois sur
Q( ) est isomorphe & . Il existe une infinité de Q, qui dépend de n, tels que
Péquation h, (X, ) = 0 soit irréductible sur Q et de groupe de alois . Signalons les
deux questions suivantes :

uestion 1. our tout nombre rationnel Q non nul, le polynéme h (X, ) est-il

irréductible sur Q de groupe de alois

Soit un nombre rationnel non nul. Apres un changement de variables, on se raméne
a I’étude du polynome
fi=X —6X +3125(1-52).

uestion 2. our tout entier n pair, peut-on prendre =1 Autrement dit, pour tout
entier n pair, le polynéme h,,(X,1) est-il irréductible sur Q de groupe de alois

a) Si n est multiple de 4, on se rameéne aprés un changement de variables & ’étude
du polynome
fo=X"—n""1X +n"(n-1).

b) Si n n’est pas multiple de 4, on se rameéne & 1’étude du polynéme
g =X"—-n(2-n)"2 X+ (2—-n)""1(n-1).
Avant de faire quelques remarques sur ces questions démontrons plusieurs résultats
sur les sous-groupes transitifs de ,.
uelques remarques sur les sous-groupes transiti s de
Considérons un entier n > 2. On note X = 1,...n .

emme 8.1. 1) Soient un entier > 2 et  un sous-groupe transitif de . Alors agit
fois transitivement sur X si et seulement si, pour tout a de X, le fixateur de a agit
— 1 fois transitivement sur X — a .
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) Soient  un entier > 3 et un sous-groupe 2-transitif de ,. Alors  agit fois
transitivement sur X si et seulement si, pour tout couple de points distincts a et b de X,
le fixateur de a et b agit — 2 fois transitivement sur X — a,b .

Démonstration : 1) Supposons que  agisse -fois transitivement sur X. Soient a un
point de X et (x1,...,25—1), ( 1,---, k—1) deux — l-uplets de X — a . Il existe g
tel que l'on ait g(a) = a et g(x;) = ;, ce qui signifie que le fixateur de a agit — 1 fois
transitivement sur X — a . Inversement, soient (z1,...,zx) et ( 1,..., ), deux -uplets
d’éléments de X. Soit par ailleurs a un élément de X. Puisque est transitif, il existe
a et § dans  tels que l'on ait a(z1) = a et B( 1) = a. Pour tout i compris entre 2 et

, posons z;, = a(z;) et | = B( ;). Par hypothese, il existe un élément g du fixateur
de a tel que lon ait g(a,zh, ...,z}) = (a, 4,..., ). On vérifie que Pon a alors 'égalité
B rga(zy,...xr) = ( 1,---, k)- Dol le lemme.

2) La démonstration est analogue a celle de 'assertion 1) (le vérifier).

emme 8.2. 1) Soit  un sous-groupe transitif de . Il existe un point a de X tel que
le fixateur de a soit transitif sur X — a si et seulement si, pour tout point b de X, le
fixateur de b est transitif sur X — b .

) Soit  un sous-groupe 2-transitif de . Il existe deux points distincts a et b de X tel
que le fixateur de a et b soit transitif sur X — a,b si et seulement si, pour tout couple
de points distincts ¢ et d de X, le fixateur de c et d est transitif sur X — c¢,d .

Démonstration : 1) Soit a un point de X tel que le fixateur de a soit transitif sur
X — a . Soit b un point de X. Il existe g dans  tel que l'on ait g(a) = b. Soient c et d
deux éléments de X — b . Puisque g transforme X — a en X — b , les éléments g~ 1(c)
et g~ !(d) sont dans X — a . Il existe par hypothése h dans le fixateur de a tel que 1’on
ait h(g71(c)) = g71(d). D’ot1 I'égalité ghg=1(c) = d. Or ghg™? est dans le fixateur de b.
D’otu I'assertion 1).

2) La démonstration est la méme. Soient a et b deux points de X tels que le fixateur
de a et b soit transitif sur X — a,b . Soient ¢ et d deux points de X. Il existe g dans  tel
que l'on ait g(a) = c et g(b) = d (car  est 2-transitif). Soient « et 8 deux éléments de
X — ¢,d . Puisque g transforme X — a,b en X — ¢,d , les éléments g~ () et g~ 1(8)
sont dans X — a,b . Il existe par hypothese h dans le fixateur de a et b tel que I'on ait
h(g=Y(a)) = g=1(B). Dot I'égalité ghg—1(a) = B. Or ghg~! est dans le fixateur de c et
d. D’ou le lemme.

emme 8.3. Soit un sous-groupe transitif de , contenant un n — l-cycle. Alors
est doublement transitif. Si de plus  contient une transposition, on a = .

Démonstration : Puisque  contient un n — 1-cycle il existe un point élément a de
X tel que le stabilisateur de a agisse transitivement sur X — a . Par hypothese est
transitif, donc pour tout b dans X le stabilisateur de b agit aussi transitivement sur
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X — b (lemme .2). Cela entraine le fait que est 2-transitif (lemme .1). Par ailleurs

il existe a et b dans X tel que la transposition (a,b) soit dans . Soit (¢,d) une autre

transposition de . Il existe dans  tel que l'on ait (a) = cet (b) = d. D’ou
(a,b) ~!=(c,d) et (c,d) appartient & . D’ou le lemme.

emme 8.4. Soit un sous-groupe transitif de . Supposons que  contienne un
3-cycle et un 5-cycle. Alors on a =

Démonstration : Puisque est transitif et contient un 5-cycle, est 2-transitif
(lemme .3). Par ailleurs, contient un 3-cycle (a,b,c). Soient alors d et e deux points
distincts de X = 1,...,6 , et distincts de a, b et c. Notons (resp. ) le fixateur de
d (resp. le fixateur des deux points d et e). Puisque  est 2-transitif, est transitif sur
X — d,etlona

=6 =6.5

Or contient le trois cycle (a, b, ¢) donc son ordre est divisible par 3. Ainsi ordre de

est divisible par 0 et l'indice de  dans est inférieur ou égal a 4. Cela entraine
le fait quer = . En effet, pour tout entier n > 5, un sous-groupe de , d’indice
strictement plus petit que n est ,, tout entier (le vérifier). D’ou le lemme.

emme 8.5. Soit  un sous-groupe de . Alors si  est 3-transitif et contient un
3-cycle,ona = .

Démonstration : Il résulte de ’hypothése faite que tous les 3-cycles sont dans . Or
n est engendré par les 3-cycles. D’otu le lemme.

uelques remarques sur les questions 1 et 2

On choisit désormais implicitement un plongement du groupe de alois du polynémell
considéré dans ,.

1) Supposons n = 6. On a
g =X —1536X — 5120.

Le discriminant de ¢ est 2 .3 .5, donc  est contenu dans . érifions que g est
irréductible, autrement dit que est transitif sur I'ensemble des racines de g . En
réduisant ¢ modulo 7, on constate que = al(g ) possede un 5-cycle. Donc si

n’est pas transitif, il existe deux orbites de X sous l'action de , dont une est réduite a
un élément, en particulier il existe un point fixe de X sous I'action de . Or la réduction
de ¢ modulo 17 montre ’existence d’un produit de deux 3-cycles a supports disjoints
dans , et en particulier il n’existe pas de point fixe de X sous l'action de (pour
démontrer que X n’a pas de point fixe, on peut aussi évoquer le fait que g n’a pas de
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racine rationnelle : en effet une telle racine serait dans et devrait diviser 5120). Il ex-
iste ainsi une seul orbite, ce qui signifie que est transitif. Par ailleurs, en réduisant g
modulo 47, on constate que  possede un 3-cycle. Cela prouve que = (lemme .4).

2) Supposons n = 10. On a
g10 = X0 — 167772160 X — 1207 5 552.

Le discriminant de g1o est 22 9.320.519 donc  est contenu dans 1.
En réduisant g190 modulo 7, on constate que al(gi9) possede un -cycle. Donc si
n’est pas transitif, il existe deux orbites de X sous ’action de , et il existe donc un
point fixe de X sous l'action de . Mais en réduisant g;9 modulo 17, on constate que
posseéde un produit a supports disjoints d’un 2-cycle et d’'un 6-cycle, et il ne peut alors
y avoir de point fixe. Donc  est transitif, i.e. g1 est irréductible. On déduit aussi de la
que  est 2-transitif (lemme .3).

Montrons en fait que  est 3-transitif. En réduisant g;o modulo 17, on constate qu’il
existe un élément dans dont la décomposition en produit de cycles a support disjoints
est de la forme (a,b,c,d, e, f)(g,h). Cet élément fixe deux points i et j, autrement dit
est dans le fixateur ; des deux points ¢ et 5. On considere alors ’action du groupe ;
sur ’ensemble X — 1,5 . Montrons que cette action est transitive, ce qui prouvera notre
assertion (cf. lemmes .1 et .2). Supposons que ce ne soit pas le cas. Il y a alors deux
orbites, une de cardinal 6 et une autre de cardinal 2 (il ne peut y avoir de point fixe).
Puisque  est 2-transitif, pour tout point o et 8 de X, 'actionde , sur X — «a,f
posséde la méme propriété (les fixateurs de deux couples de points sont conjugués). Or
en réduisant g1o modulo 67, on constate qu’il doit exister une orbite de cardinal 5 et une
autre de cardinal 3, ce qui conduit a une contradiction. D’ou le fait que  soit 3-transitif.

Par ailleurs en réduisant g9 modulo 13, on constate qu’il existe un élément o dans

dont la décomposition en produit de cycles a supports disjoints est de la forme
(a,b)(c,d,e)(f,g,h,i). L’élément o est un 3-cycle qui est dans . D’ou le fait que
= 10 (lemme .5).

3) On peut en fait démontrer, par des arguments analogues, que g, est irréductible
et de groupe de alois , pour tout les entiers n non multiples de 4 et plus petit que 50.
Exercice. Montrer que g192 est irréductible de groupe de alois 1¢2.-

4) En ce qui concerne la question 2, on peut démontrer que si est un entier non nul
compris entre —100 et 100, le polynéme g; est irréductible de groupe de alois
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Ho otopie et Groupe onda ental

Soit X un espace topologique. On va associer & X une catégorie 71(X) dans laquelle
tous les morphismes seront des isomorphismes. On appelle souvent 71 (X) le groupoide
fondamental de X. En particulier, on va associer a chaque point z de X un groupe, noté
m1 (X, x), appelé groupe fondamental, ou groupe de Poincaré, de X en z. Ces groupes
jouent un role crucial dans ce que 'on appelle la théorie de alois des revétements.

I. o otopiedes c e ins

Commencons par définir la notion de chemin d’un espace topologique. On notera I
Vintervalle [0, 1].

Définition 1.1. On appelle chemin de X une application continue o de I'intervalle I dans
X. Les points a(0) et «(1) sont 'origine et I'extrémité du chemin. Si a(0) = (1) = a,
on dit que « est un lacet au point a.

Soient x et deux points de X. Définissons maintenant la relation d’équivalence
d’homotopie, avec origine fixe et extrémité fixe, dans I’ensemble des chemins de X
d’origine x et d’extrémité

Définition 1.2. Soient z et deux points de X. Soient a et 8 deux chemins de X ayant
méme origine x et méme extrémité . On dit que o est homotope a B (avec origine et
extrémité fixes), s’il existe une application continue

H:T I—-+X

telle que pour tout et dans I 'on ait :

(i) H(,0)=a() et H(,1)=4() ;
(ii) HO, )=z et H(1, )=

On dit alors que H est une homotopie de o a (3.
Remarque. Si pour tout dans I ’on pose
()=H(, ) pour I,

on obtient une famille de chemins de X d’origine z et d’extrémité , qui peut étre vue
comme une déformation continue de « & 3, lorsque parcourt I. La condition (i) signifie
que, pour tout dans I 'on a

o()=a() et 1()=50)
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La condition (ii) exprime le fait que les extrémités a(0) = 5(0) = z et (1) = (1) =
restent fixes au cours de la déformation: ona (0) =z et (1)= pour tout dansI.

emme 1.1. La relation d’homotopie est une relation d’équivalence dans I'’ensemble des
chemins de X d’origine x et d’extrémité

Démonstration : a) Cette relation est re exive : Etant donné un chemin o de X, o
est homotope a « via I'application H : I I — X définie, pour tout et dans I, par
I’égalité

b) Cette relation est symétrique : Soient « et 8 deux chemins de X. Soit H une
homotopie de a a B. Alors ’application :I I — X définie, pour tout et dans I,
par 1’égalité

( ) ) =H ( 1= )7

est une homotopie de 8 a a.

c) Cette relation est transitive : Soient a, B et  trois chemins de X. Soient F' une
homotopie de @ a 8 et  une homotopie de § a . L’application H : I I — X définie,
pour tout et dans I, par les égalités

H(, )= FE

2) si 0< <1/2
2 —1) sil/2< <1,

bl

est une homotopie de « a en effet, on remarque d’abord que cette fonction est bien
définie, car F'( ,1) = (,0) = () par ailleurs, la restriction de H a chacun des sous-
ensembles fermés I  [0,1/2] et & I  [1/2,1] est continue, donc H est aussi continue.
Enfin on vérifie que 'on a H( ,0) = a( ), H(,1) = (), H(0, ) =2z et H(1, ) =
D’ou le lemme.

otation. Si a est un chemin de X, on notera || sa classe d’équivalence d’homotopie.

II. o position des c e ins
Commencons par définir, quand cela est possible, le composé de deux chemins de X.

Définition 2.1. Soient a: I — X et f: 1 — X deux chemins de X. Si 'extrémité «(1)
co ncide avec l'origine 3(0), on peut définir un nouveau chemin, appelé le composé de
et B. Il s’agit du chemin :I — X défini, pour tout de I, par les égalités

_a2) si 0< <1/2
O= p2'-1) sitjz< <1

On notera =ao f



Proposition 2.1. a) La loi de composition des chemins est compatible avec la relation
d’homotopie.
b) La loi de composition qu’elle induit dans les classes de chemins est associative.

Démonstration : a) Considérons quatre chemins de X, fo, f1 ,g0 et g1 tels que fo
et f1 (resp. go et g1) soient homotopes. Soient F' une homotopie de fo & f; et  une
homotopie de gg & g1. Il est immédiat de vérifier que 'application H : I I — X définie

par
F(2, ) si 0< <1/2

HCG)= "4y si12< <1,

est une homotopie de fo go a f1 9g1-
b) Prouvons d’abord le lemme suivant :

emme 2.1. Soient : I — X un chemin de X et o : I — I une application continue
telle que a(0) = 0 et (1) = 1. Alors les chemins et o« sont homotopes.

Démonstration : On vérifie que 'application H : I I — X définie par
H(a): a()+(1_) )

est une homotopie de a o «.

Considérons alors f : I — X, g:1 — X et h : I — X trois chemins de X tels
que f(1) = g(0) et g(1) = h(0). Il s’agit de prouver que les chemins ¢ = (f ¢g) h et
1=f (g h)sont homotopes. On vérifie pour cela que l'on a

1= 09°¢Q,

ou « : I — I est I'application continue définie comme suit : c’est I'unique application
linéaire affine dans chacun des intervalles [0,1/2], [1/2,3/4], [3/4, 1], telle que

a(0) =0, «a(1/2)=1/4, «(3/4)=1/2, «al)=1.

Le lemme ci-dessus entraine alors le résultat.
Les résultats précédents permettent de poser la définition suivante :

Définition 2.2. Soient f un chemin de X d’origine x et d’extrémité , et g un autre
chemin d’origine et d’extrémité . Soit ¢ = [f| la classe de f et 1p = [g] la classe de g.
On dira que x (resp. ) est l'origine (resp. I'extrémité) de la classe ¢. Supposons que 'on
ait (1) = 1(0). La classe du chemin composé f g est alors bien définie. La composée
des classes ¢ et 1 est par définition la classe du chemin composé f g. On notera dans
cet ordre .1 la composée des classes ¢ et 1. Si  est une classe de chemin telle que
(1) = (0), on a les égalités
(o). =o.(4.).
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On notera alors simplement ¢.1. la composée de ces trois classes.

emme 2.2. Soit la classe d’un chemin constant e : I — X : par définition il existe a
dans X tel que I'on ait e( ) = a pour tout de I. Soient ¢ et 1) deux classes de chemins
de X telles que ¢(1) = a et ¢(0) = a. Soient f (resp. g) un représentant de ¢ (resp. de
¥). On a alors

p. =@ et =1
Démonstration : érifions par exemple que 'on a .1 = 4. Il s'agit de vérifier que

les chemins e g et g sont homotopes. D’apres le lemme précédent, il suffit pour cela de
remarquer que I'on a e g = goa, ou « est I'application continue de I dans I définie par

ol ) = 0 si 0< <1/2
T 2 -1 si1/2< <1

L’égalité . = ¢ se démontre d’'une maniere analogue. D’otu le résultat.

III. e ro pode ond ent de X

On va associer & X une ¢ t o i, notée m1(X), que I'on appelle le groupoide fonda-
mental de 'espace X.

a catégorie m(X)

Il s’agit tout d’abord de définirles o ¢ etles o i entre deux objets de cette
catégorie. Par définition, les objets de 71 (X)) sont les points de X. On notera 71 (X z, )
I’ensemble des morphismes de x dans . On le définit comme suit :

Définition 3.1. Un élément de w1(X x, ) est une classe d’homotopie de chemins d’originél}
z et d’extrémité

Il s’agit ensuite de se donner pour tout x, et dans X une loi de composition
771(X z, ) 7T1(X 3 )_>7T1(X Z, )

On prend par définition Papplication qui & (¢, ) dans (X z, ) w1 (X , ) associe
la classe composée @.1).

Ces définitions satisfont aux axiomes d’une catégorie. En effet, la loi de composition
des morphismes est associative d’apres la proposition. Par ailleurs, si x est un point de
X, i.e. un objet de m(X), la classe du lacet constant en z est un élément neutre de
m1(X z,z). On notera désormais  cet élément neutre. D’otl le fait que 71 (X) soit une
catégorie.

otation. tant un point & de X, on notera my(X,z) l'ensemble 71 (X z,z). Clest
I’ensemble des classes de lacets de X d’origine x.
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Théoréme 3.1. ans la catégorie 1(X), tous les morphismes sont des isomorphismes.

n particulier, pour tout point x de X, la loi de composition définie ci-dessus munit
71(X, ) d’une structure de groupe, dont I’élément neutre est la classe du lacet constant
en x. L’inverse de la classe d’un lacet c est la classe du lacet qui & dans I associe c(1— ).

Démonstration : Soit f : I — X un chemin de X d’origine x et d’extrémité . Soit
¢ la classe de f dans m1(X z, ). Il s’agit de démontrer 1’existence d’un inverse de ¢,
c’est-a-dire d’un élément ¢ de 71 (X ,x) tel que p.yp = et .o = . Considérons
pour cela le chemin g : I — X défini par ’égalité

g()=r1-")

(g est le chemin f parcouru en sens inverse). On va prouver que la classe de g est inverse
de ¢, autrement dit que le chemin f g, qui est un lacet de X en x, est homotope au
lacet constant en x. Il suffit de vérifier que 'application H : I I — X définie par

f2) si 0< <1/2

HG)= 3o —2 ) siz< <1,

est une homotopie du lacet constant en = a f g, ce qui résulte des définitions. Cela
prouve que f est un isomorphisme. D’ou le théoreme.

otation. tant donné ¢ un élément de w1 (X, z), on notera ¢~ I'inverse de .

Définition 3.2. Le groupe 7 (X, x) s’appelle le groupe fondamental de X en .

Proposition 3.1. Soient x et deux points de X qui appartiennent a une méme com-
posante connexe par arcs de X. Alors les groupes m1(X, z) et m1(X, ) sont isomorphes :
on choisit un élément o de w1 (X =z, ) et I'application m(X,z) — m1(X, ) définie par

—al .Q,
est un isomorphisme de groupes de (X, x) sur m1(X, ). n particulier, si X est con-
nexe par arcs, tous les groupes fondamentaux relatifs aux di érents points de X sont
isomorphes.

Démonstration : Cette application est un homomorphisme de groupes : soient et
deux éléments de 71 (X, z). D’apres les résultats précédents on a I'égalité

ce qui prouve notre assertion. Cet homomorphisme est bijectif : ’homomorphisme de
71(X, ) dans 71(X,x) défini par ' — «. ".a™1, est réciproque du précédent. D’ou le
résultat.
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Remarques. 1) L’ensemble 71 (X z, ) peut étre vide. En fait cet ensemble est non
vide si et seulement si x et appartiennent & une méme composante connexe par arcs de
I'espace X.

2) L’isomorphisme de w1 (X, x) sur m1(X, ) dépend de la classe de chemin a que
lon a choisie pour le définir. Pour que deux éléments « et 8 de (X z, ) définissent
le méme isomorphisme de (X, z) sur m (X, ) il faut et il suffit que, pour tout de
m1 (X, x), Pon ait 1'égalité

(Ba™h). (aph) =

On déduit de 13 le résultat suivant :

Proposition 3.2. Soient x et deux points de X qui appartiennent & une méme com-
posante connexe par arcs de X. our que I'isomorphisme de 71 (X, x) sur m (X, ) défini
par un élément o de w1 (X x, ) soit indépendant du choix de «, il faut et il suffit que
tout automorphisme intérieur du groupe (X, ) soit U'identité, c’est-a-dire que 71(X, z)
soit commutatif.

Démonstration : En effet, d’apres la remarque 2), la condition demandée dans I’énoncélj

se traduit par le fait que 'on ait . . “1 = pour tout et dans m (X, x).

I . eter in tiond 1o pe ond ent de !

Soit ! le cercle unité de R%. On note exp : R — ! I’application définie par I’égalité

exp( ) = exp(2mi ). Passée au quotient elle induit un homéomorphisme de R/ sur .

1

emme 4.1. Le cercle est connexe par arcs.

Démonstration : Soient zo et 21 deux points de . On choisit ¢ et ; deux nombres
réels tels que l'on ait exp(27i o) = xo et exp(27i 1) = . Soit f : I — R Papplication
lindaire affine définie par les égalités f(0) = get f(1)= 1:ona f()=(1— o) + o-

1

L’application expof : I — ! est alors un chemin de ! d’origine z et d’extrémité z;.

D’ou le résultat.

emme 4.2. Soient z et deux nombres réels. L’ensemble 71 (R z, ) est de cardinal 1.

Démonstration : Considérons deux chemins f et g de R d’origine z et d’extrémité
:ona f(0)=g(0)=xet f(1)=g(1) = . L’application

H:I I-R,

qui au couple (, ) associe (1 — )f( )+ g( ) est continue et définit une homotopie de
fag:onaeneffet, H( ,0)= f(), H(,1)=g¢g(), HO, )=z et H(1, )= .D’oule
lemme.
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Considérons alors un entier relatif n. L’ensemble 71 (R 0,n) ayant un seul élément,
cet élément est nécessairement la classe du chemin f : I — R défini par f( ) = n .
L’application expof : I — ! est alors un lacet de ! d’origine 1.

emme 4.3. Si I'on remplace f par un chemin homotope g (ayant donc comme origine
0 et extrémité n), les chemins expof et exp og sont homotopes.

Démonstration : En effet, si  : I I — R est une homotopie de f a g, on vérifie
que application expo :I I — ! définit une homotopie de expof & exp og.
Proposition 4.1. L’application : — m( 1,1) définie par

n — [expof],

réalise un isomorphisme de groupes de sur mi( 1,1).

Démonstration : 1) Montrons d’abord que  est un homomorphisme de groupes.
Soient nq et ny deux entiers relatifs. On considere les chemins ;, 5 et de R définis
par les égalités

1():711, 2():n2 +mn; et ():(’n1+’n2)

On peut composer les chemins ; et 5 de sorte que ; 3 soit un chemin de R d’origine
0 et d’extrémité ny + ng. Puisque m1 (R 0,7) a un seul élément, le chemin composé ;| o
est homotope au chemin , autrement dit 'on a

(1) [ 2d=[1]

On déduit de (1) I'égalité dans 71( 1 0,n1 + n2)

(2) [expo( 1 2)] = [expo |.

Or on vérifie que ’on a (par définition)

(3) expo 1 expo s =expo( 1 2).

D’apres les égalités (2) et (3) on a donc [expo | = [expo 1].[expo 3]. Or par définition
de , on afexpo | = (ny+ ng) et [expo 1] = (n1). Par ailleurs, on vérifie aussi
immédiatement que 'on a [expo 3] = (n2), ce qui prouve notre assertion.

2) Le fait que  soit une bijection de  sur m1( 1,1) provient du résultat suivant
qui sera démontré ultérieurement dans le cadre de la théorie des revétements d’un espace
topologique.

Proposition 4.2. a) our tout lacet g : I — ! tel que g(0) = g(1) = 1, il existe un
(unique) chemin f : I — R tel que 'on ait f(0) =0 et expof = g.
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b) Si fo et f1 sont deux chemins I — R tels que fo(0) = f1(0) =0, et si go = expofo
et g1 = expofi sont des lacets homotopes, alors les chemins fy et f; ont méme
extrémité : on a fo(1) = f1(1).

La surjectivité de  résulte en fait de I’assertion a) et l'injectivité de I’assertion b).

1 1

On déduit du résultat précédent que * n’est pas simplement connexe. Par ailleurs,
étant connexe par arcs, et m1( 1, 1) étant abélien, les groupes fondamentaux de ! relatifs
a deux de ses points sont canoniquement isomorphes. On peut montrer en revanche que
pour tout n > 2, la spheére unité ™ dans R™ ! est simplement connexe (bien qu’elle ne

soit pas contractile).
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Th éorie des revete entsd un espace topolo i ue

. e ete entstrii1 x

Soient X et  deux espaces topologiques et p : X —  une application continue.
Etant donné un point b de , I'espace p~1(b) s’appelle la fibre de X au-dessus de b.

Définition 1.1. On dit que p : X —  est un revétement trivial s’il existe un espace
topologique discret F' tel que 'on ait X = F et quep: F —  soit ’application
de projection.

Supposons qu’il en soit ainsi. Pour chaque élément f de F' on dispose alors du sous-

espace X = f de X F, qui est un ouvert et un fermé de F'. Ainsi F
est réunion des sous-espaces ouverts disjoints X . La restriction de p a X induit un
homéomorphisme de X sur . Les espaces X s’appellent les il t du revétement
trivial.
Définition 1.2. On appelle -automorphisme d’un revétement trivial p : F —
tout homéomorphisme f : F— F' tels que 'on ait po f = p.

Lorsque est co , le résultat suivant décrit tous les automorphismes d’un
revétement trivial F —

Proposition 1.2. Supposons connexe. ourtout -automorphisme f d’un revétement}j
trivial p : F — | il existe une permutation de I'ensemble F' telle que 1’on ait

f(x, )= =z, () pour tout (z, ) de F.

n particulier un -automorphisme permute les feuillets du revétement trivial.
Démonstration : Elle résulte du lemme suivant :
emme 1.1. Sans hypothése particuliére sur , les -automorphismes d’un revétement
trivial F —  sont de la forme

(@, )= = (2 ),

ou : F' — F' est une application continue telle que, pour tout x dans , ’application
: ' — F' définie par

soit une bijection de F' sur F'.

Démonstration : Soit f un -automorphisme d’un revétement trivial F —
Puisque 'on a po f = p, il existe nécessairement une application : F — F telle que
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Pon ait, pour tout (z, ) de F, f(x, )= =z, (z, ). Puisque f est continue (par
hypothese), Papplication  aussi (on compose avec la deuxiéme projection). Par ailleurs,

pour tout x dans est une bijection de F' sur F', car f est une bijection de F
sur F'. Inversement, une application f : F— F' satisfaisant aux conditions
de I'énoncé du lemme, est un -automorphisme du revétement trivial F— il
est clair qu’une telle application commute a la premieére projection. Montrons que f est
un homéomorphisme de F sur F. Soient et deux éléments de F' et le
sous-ensemble de  formé des éléments b tels que 'on ait (b, ) = . L’ensemble est
un ouvert de  (considérer 'application de  dans F quia associe ( , )).Par ailleurs

F' est la réunion disjointe des ensembles , ainsi que la réunion disjointe
des ensembles , lorsque et parcourent F'. Or pour tout b dans ,on a
f(b, )= (b, ), de sorte que f induit un homéomorphisme de sur

D’ou le lemme.

On déduit alors la proposition de la fagon suivante : pour tout dans F', ’application

— F définie parx — () est localement constante, car F' est discret. Si  est connexe,

elle est constante. Il existe donc une permutation de F' tel que 'on ait = pour
tout  de . D’ou la proposition.

Définition 1.3. On dit que p : X — est un revétement trivialisable de base

s’il est -isomorphe a un revétement trivial F — | autrement dit, s’il existe un
espace discret F' et un homéomorphisme f : F — X, de F sur X, tel que
po f: F —  soit Papplication de premiére projection. Un tel homéomorphisme f

s’appelle une trivialisation du revétement p.

On notera que si  est co , on peut définir les il ¢ d’un revétement trivial-
isablep: X — . Eneffet, si f: F' — X est une trivialisation de p, ce sont les images
par f des feuillets de F', qui ne sont autres si  est connexe, que les composantes

connexes de X.

II. e ete ents

Soient X et  deux espaces topologiques et p: X —  une application continue.

Définition 2.1. Soit  un sous-espace de . On dit que  est trivialisant pour p si
Papplication p : p~( ) — , qui est la restriction de p & p~*( ), est un revétement
trivialisable.

On notera que dans cette définition rien n’interdit ’éventualité ou p~!( ) est vide :
sip~!( ) est vide, est trivialisant pour p.

emme 2.1. Soit un sous-espace de . Alors, est trivialisant pour p si et seulement
si p~1( ) est réunion d’une famille de sous-ensembles ., ouverts dans p~*( ), deux a
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deux disjoints, tels que la restriction de p a chaque  soit un homéomorphisme de
sur ’espace

Démonstration : 1) Supposons que  soit trivialisant pour p. Soient F' un espace
discret et f : F — p~1( ) une trivialisation de p : p~'( ) — . Etant donné a un
élément de F', posons o = f a . Puisque a est un ouvert de F, les

« sont des ensembles ouverts de p~( ), et il est clair qu’ils sont deux & deux disjoints.
Par ailleurs, la premiere projection induisant un homéomorphisme de Q sur ,p
induit aussi un homéomorphisme de , sur

2) Inversement, soit F' ’ensemble des indices « indexant la famille des ensembles .
On munit F' de la topologie discrete. Considérons alors I'application

f+  F-op(),

définie par f(z,a) = , ou est 'unique élément de  tel que p( ) = z. Montrons
que f est une trivialisation de p. D’abord la condition de commutativité po f = p; (ol
p1 est la premiere projection) est réalisée. Par ailleurs la restriction de f & chacun des
sous-ensembles ouverts « est un homéomorphisme de a sur . Cela entraine
notre assertion. D’ou le lemme.

Remarque. Si  est un sous-espace de  trivialisant pour p, tout sous-espace ' de
est aussi trivialisant pour p : en effet, si f : F — p~1( ) est une trivialisation de
p:p~t( )— ,larestrictionde fa ' F induit une trivialisationdep:p~( ') — .

Définition 2.2. On dit que p: X —  est un revétement de base  si tout point de

posséde un voisinage  trivialisant pour p. uitte a remplacer  par son intérieur,
on peut supposer que  est ouvert. Ainsi p: X —  est un revétement de base  si et
seulement si I'on peut recouvrir  par des ouverts trivialisants.

Soit  un ouvert trivialisant d’un revétement p : X — . D’apres le lemme 2.1, il
existe donc des ouverts , de X, deux & deux disjoints, dont la réunion est p~1( ), tels
que p induise un homéomorphisme de , sur . Supposons de plus que  soit co
Alors, commme on I’a déja constaté, les ensembles , sont nécessairement les composantes
connexes de p~1( ). Ce sont les feuillets du revétement p au-dessus de I’ouvert

Remarque. Un revétement p : X —  est un homéomorphisme local : cela résulte
directement de la définition. On notera qu’un homéomorphisme local n’est pas toujours
un revétement : par exemple, soient  le disque unité ouvert de Cet p: — C I'injection
canonique. Cette application est un homéomorphisme local mais n’est pas un revétement
: un nombre complexe de module 1 ne possede pas de voisinage ouvert trivialisant pour

p-
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Proposition 2.1. Soit p: X —  un revétement. Alors p est une application ouverte.

Démonstration : Soit z un élément de X Posons = p(x). Soit  un voisinage de
z dans X. Il s’agit de voir que p( ) est un voisinage de dans . Soit  un ouvert
trivialisant de  contenant . Posons ' = p~!( ) . Alors ' est un voisinage de

" est contenu dans p~( ). On peut donc supposer au départ que  est contenu

dans I'image réciproque d’un ouvert trivialisant. On se ramene ainsi au cas ol p est un

T et

revétement trivialisable, puis trivial. L’assertion est alors claire dans ce cas.

Proposition 2.2. Soit p : X — un revétement dont la base  est connexe. Alors
toutes les fibres sont des espaces discrets homéomorphes entre eux.

Démonstration : D’abord puisque I’on peut recouvrir  par des ouverts trivialisants,
toutes les fibres de p sont des espaces discrets. Montrons maintenant que ces espaces
sont homéomorphes entre eux. On considére pour cela un espace discret F. Soit ' le
sous-ensemble de  formé des éléments b de  tels que la fibre p~!(b) soit homéomorphe
a F. Puisque est connexe, il suffit de montrer que ' est ouvert et fermé dans . Soit
b un élément de ’. On considére un ouvert trivialisant de  contenant b : il résulte

!/ /

des définitions que  est contenu dans ', ce qui prouve que est ouvert. Montrons

que ' est fermé. Soit b un point dans I’adhérence de ’. Soit  un ouvert trivialisant

contenant b. Alors (par définition) rencontre ’. Or les fibres de tous les points de

sont homéomorphes. Donc  est contenu dans ', et en particulier b appartient & .

D’ou le résultat.

Corollaire 2.2. Si  est connexe et si X est non vide, p est surjective.

Démonstration : Cela résulte du fait que le cardinal des fibres des points de  est
constant (car  est connexe) et comme X est non vide, il y a au moins une fibre non
vide.

Exemples de re étements

1) Soit un entier > 1 et py, : C* — C* I’application définie par py( ) = * vérifions

que pg est un revétement. Soit b un élément de C*. Considérons un élément a de C* tel
que pg(a) = b. Choisissons un nombre > 0 tel que, pour toute racine -ieme de I'unité
autre que 1, I’on ait 'inégalité

a —1
2

Soit alors ¢ la boule ouverte de centre a et de rayon . Si est une racine -iéme de
I'unité, la boule ouverte de centre a et de rayon est ’ensemble des , ou parcourt .
Posons, pour « compris entre 0 et — 1, , = exp(2wia/ ) o. D’apres le choix de | les
ensembles  sont des ouverts disjoints deux a deux. Par ailleurs si ’on pose pi( o) =

5



pr est un homéomorphisme de o sur  (pg est holomorphe), et p,;l( ) est la réunion
des . Cela montre que est un ouvert trivialisant pour p; contenant b. D’ou notre
assertion.

2) Soit un entier > 1. L’application py : C* — C définie par px( ) = * n’est pas

un revétement (cf. le corollaire 2.2).

3) L’application exp : C — C*, qui & associe e , est un revétement. En effet,
soit b un élément de C*. L’application exp est surjective : il existe a dans C tel que
exp(a) = b. Par ailleurs, il existe un voisinage ouvert o de a tel que exp induise un
homéomorphisme de ¢ sur exp( o) : il suffit de prendre pour ( une boule ouverte
de centre a et de rayon 7w étant injective sur g, et holomorphe, ’application exp
réalise alors un homéomorphisme de g sur son image . Etant donné n dans , posons

n = o+ 2min. Tous les , sont disjoints, et pour la méme raison que ci-dessus, exp est
un homéomorphisme de , sur . Par ailleurs, exp~!( ) est la réunion des ,. D’otl le
résultat.

4) L’application exp : R — 1, qui & associe exp(27i ), est un revétement. En effet,

soit b un élément de . Il suffit de montrer que ! —

b est un ouvert trivialisant pour
exp (cela montrera que ! peut &tre recouvert par des ouverts trivialisants pour exp).
[’image réciproque de b par exp est formée des translatés entiers d’un réel a. L’image

1 — b est donc une réunion disjointes d’intervalles ouverts de longueur

réciproque de
1, Iapplication exp induisant sur chacun d’entre eux un homéomorphisme sur *— b .

D’ot le résultat.
Le résultat suivant fournit de nombreux exemples de revétements :

Proposition 2.3. Soient X et deux espaces topologiques. On suppose que X est
séparé. Soit p : X —  un homéomorphisme local, tel que pour tout élément b de Ia
fibre p~1(b) soit finie de cardinal constant indépendant de b. Alors p est un revétement.

Démonstration : Soit b un élément de . Pour tout x dans p~!(b), il existe un
voisinage ouvert  de z tel que p soit un homéomorphisme de  surp( )= (carp
est un homéomorphisme local). Puisque X est séparé, on peut supposer que les ensembles

sont disjoints. Par ailleurs, puisque la fibre en b est finie, I'intersection des lorsque
x parcourt p~1(b), est un ouvert de , qui contient b. On peut ainsi supposer (quitte
A diminuer les ) que pour tout x dans p~1(b), p induit un homéomorphisme de sur
. Or les fibres de tous les points de  ayant méme cardinal, 'image réciproque par p de
est la réunion des . Cela montre que est un ouvert trivialisant pour p qui contient

b. D’ou la proposition.

Exercice : Posons X =C— 0, i, iv/2 et =C— 0,1 . Montrer que Papplication
p: X —  définie par p( ) = ( 2+ 1)? est un revétement.

Le paragraphe suivant fournit une nouvelle source d’exemples de revétements.
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III. per tiond n ro pediscrets r nesp cetopooi e

Soient X un espace topologique et  un groupe discret qui opere a gauche sur X.
Cela signifie que 1’on s’est donné une application co ti

X = X,

telle que pour tout g et ¢’ dans  1’on ait

(e,z) =x
(ga (gla l‘)) = (gg',:[:)),

ou e est I’élément neutre de . On note
(9): X > X

Papplication définie par (g)(z) = (g,z). C’est un homéomorphisme de X sur X. On
notera aussi gz I'image de x par (g).

Soit X/ Despace quotient, muni de la topologie quotient. On note
m: X — X/

la surjection canonique. Par définition  est ouvert dans X/ si et seulement si 7=1( )
est un ouvert de X. L’ensemble des ouverts de X qui sont stables par s’identifie, via
7, & 'ensemble des ouverts de X/ : en effet, soit un ouvert de X stable par

érifions que 7( ) est un ouvert de X/ . Cela revient & vérifier que 7= !(n( )) est un
ouvert de X. On démontre en fait que 'on a 7~ 1(w( )) = : soit = un élément de
7~ (n( )). Par définition 7(z) est dans w( ). Il existe donc g et tels que
I'on ait x = g . Puisque est stable par , cela implique que z est dans . D’ou notre
assertion (I'inclusion inverse est évidente). Inversement, soit —un ouvert de X/ .1l s’agit
de voir que 7~ !( ) est stable par , ce qui résulte de I'égalité n(gx) = n(z), pour tout
x X et tout g (par définition). Notons enfin que si  est un ouvert de X, on a
I’égalité

(1) mHr( )= 9
ce qui montre en particulier que 7 est une application o t.

Définition 3.1. On dit que  opére proprement sans point fixe si tout point x de X
posséde un voisinage ouvert  tel que les ouverts (g)( ) forment une famille d’ouverts
disjoints lorsque g parcourt

Tel est le cas pour le groupe  qui opere sur R par translations entieres. Plus
généralement :
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emme 3.1. Soient X un groupe topologique et  un sous-groupe discret de X. Le
groupe  opére sur X par translations a gauche. Avec cette opération,  opére propre-
ment sans point fixe sur X.

Démonstration : Il suffit de vérifier qu’il existe un voisinage ouvert  de 1’élément
neutre e de  tel que les ouverts g soient disjoints lorsque g parcourt . Il suffit de
démontrer 'existence d’'un voisinage de e tel que g = pour tout g autre
que e. Cela revient encore a prouver ’assertion suivante : il existe un voisinage ouvert

de e tel que, étant donnés deux éléments z et de ,si x~! appartient & , alors
x = . Puisque e est ouvert, car est discret, il existe par définition de la topologie
induite de X sur , un voisinage de e dans X tel que I'on ait = e . Par ailleurs,
I'application X X — X définie par (x, ) - =z~ ! est continue au point (e, e), donc il
existe un voisinage de e dans X tel que I'image de par cette application soit
contenue dans . D’ou le lemme.

Proposition 3.1. Supposons que  opére proprement sans point fixe sur X. Alors la
surjection canonique w: X — X/ est un revétement.

Démonstration : Il s’agit de voir que l’on peut recouvrir X/ par des ouverts trivi-
alisants. Soit un élément de X/ .Ilexiste z X tel que 7(z) = .Soit un ouvert de
X contenant z, tel que les ouverts (¢9)( ) =g forment une famille d’ouverts disjoints
lorsque g parcourt ( existe par hypothese). Puisque 7 est ouverte, w( ) est un ouvert
de X/ . On montre en fait que 7w( ) est un ouvert trivialisant de X/ contenant
Par hypothése les ouverts g lorsque g parcourt  sont disjoints, et pour tout g
Papplication 7 induit un homéomorphisme de g sur 7( ) : cela revient a vérifier que
m: — w( ) est un homéomorphisme. D’abord m : — 7w( ) est injective d’apres
I’hypothese faite sur 'opération de  sur X. Notre assertion provient alors du fait que 7
est ouverte. D’ott le résultat d’apres ’égalité (1).

Corollaire 3.1. Soient X un groupe topologique, un sous-groupe discret de X et
X/ Densemble des classes a droites de X modulo . L’application 7 : X — X/ est un
revétement. On a un énoncé analogue pour I’ensemble des classes a gauches.

Démonstration : Etant donné un point z X, m(z) est par définition la classe
d’équivalence de z pour lopération de  sur X par translations & gauche (ou bien par
translations a droite). D’ou 1’assertion.

I . ections contin esd n re ete ent

Définition 4.1. Soit p: X —  une application continue. On appelle section continue

de p toute application continue : — X tel que po = 1id . Soit un ouvert de
. Une section locale au-dessus de  est une application continue : — X telle que
po =1id .
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Une section continue (globale) associe donc a chaque b un point (b) de la fibre
p~1(b), et ceci de maniere continue.

emme 4.1. Soit p: X —  un revétement. Soit  un ouvert trivialisant de p. Soient
F' un espace discret et ¢ : F — p='( ) une trivialisation au-dessus de . Les sections
continues au-dessus de I'ouvert  correspondent bijectivement (de facon dépendante de
@) aux applications continues de  dans la fibre discréte F.

Démonstration : Soit une section continue au-dessus de . Soit ¢ un homéomorphismelj
de F sur p~1( ). L’application p=to0 : — F est continue et est de la forme
b— (b, (b)),ou : — F estune application continue (si p; est la premiére projection,
onapop to (b) =bcar (b) est un point de la fibre p~1(b)). Inversement, si f est
une application continue de  fans F', 'application z — (z, f(z)) — ¢(z, f(x)) est une

section au-dessus de . D’ou le lemme.

On déduit ainsi de la démonstration du lemme que toute section continue : — X
est de la forme x — ¢(z, f(z)), ou f: — F est une application continue.
Corollaire 4.1. Soit  un ouvert trivialisant de p. Toute section continue : — X

est un homéomorphisme de  sur ( ) (en particulier ( ) est ouvert et fermé dans
p~Y( )). Si 1 et o sontdeux sections continues — X, I’ensemble des points de ot
1 et o co ncident est un ouvert et un fermé de

Démonstration : On déduit du lemme qu’une section au-dessus de  est une ap-
plication ouverte. Puisque est une injection de dans ( ), — X est un
homéomorphisme de  sur ( ). Soient f; et fs les deux applications continues — F
qui correspondent respectivement a ; et 5. L’ensemble des éléments x de ol 1 et o
comcident est ’ensemble des z de  tels que fi(z) = fa2(z) (dém. du lemme 4.1). C’est
donc 'image réciproque de la diagonale de F'  F' par 'application continue — F F
qui & x associe (f1(z), f2(x)). Le corollaire résulte alors du fait que ' F' est un ensemble
discret.

On déduit des résulats précédents le résultat suivant :

Proposition 4.1. Soit p: X —  un revétement. Soit : — X une section continue

de p. Alors est un homéomorphisme de  sur ( ) ; en particulier ( ) est ouvert et

fermé dans X. Si 1 et o sont deux sections continues — X, ’ensemble des points de
ou 1 et o co ncident est un ouvert et un fermé de

Démonstration : Le fait que soit homéomorphisme de  sur ( ) résulte de ce que

I'on peut recouvrir  par des ouverts trivialisants. Le fait que ’ensemble des points de

ol 1 et o coincident soit ouvert et fermé résulte aussi du méme argument (pour voir

que cet ensemble est fermé on utilise le fait que si  est un ouvert trivialisant, ’ensemble
des b tels que 1(b) = 2(b) est un ouvert de ). D’ou le résultat.
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Corollaire 4.2. Soit p : X — un revétement de base connexe. eux sections
continues — X qui prennent la méme valeur en un point de  sont identiques.

Démonstration : C’est immédiat d’apres la proposition 4.1.

Proposition 4.2. Soit p : X — un revétement tel que X soit connexe (et  non
vide). Il n’y a pas de section continue =~ — X sauf si p est un homéomorphisme.

Démonstration : Soit : — X une section continue de p. Puisque X est connexe,
ona ( )= X (proposition 4.1) et est un homéomorphisme de  sur X, et p est
nécessairement ’homéomorphisme réciproque. D’ou ’assertion.

| erecipro ed nre ete ent

Considérons X, , '/ trois espaces topologiques et p : X —  un revétement. On
se donne par ailleurs une application continue g: ' — . On note X' le sous-espace de
" X formé des éléments (b, x) tels que l'on ait g(b’) = p(x).

Définition 5.1. On appelle image réciproque de p par Iapplication g, le couple (X', p'),
oup' : X' — ' est Iapplication de premiére projection (sur ').

Si f: X' — X est Papplication de deuxiéme projection (sur X), on a ainsi po f =
/
gop.

/

Définition 5.2. On appelle relévement de ’application g : —  au revétement p

toute application continue h: ' — X telle que 'on ait po h = g.

Proposition 5.1. Les relévements h : ' — X de g sont en correspondance bijective
avec les sections continues de p’ : X' — ' image réciproque de p par g. lus précisément,
Papplication qui a un relévement continu h de g associe Papplication : ' — X' définie
par (b') = (b, h(b)), est une bijection de I’ensemble des relévements continus de g dans
P’ensemble des sections continues de p’.

"— 7 X quialbd
associe b’ h(b') prend en fait ses valeurs dans l'espace X’. De plus c’est une section

Démonstration : Soit A un relevement de g. L’application

continue de p’. On définit de la sorte une application de I’ensemble des relévements de g
dans l’ensemble des sections continues de p’. Cette application est bijective : en effet, elle
est clairement injective. Par ailleurs soit une section continue de p’ : ' — X'. Puisque
p'o est Papplication identique de /. il existe une application A : ' — X, nécessairement
continue, telle que l'on ait (b) = &', h(b') pour tout b’ de ’'. En particulier A est un
relevement de g. D’ou le résultat.

Théoréme 5.1. L’image réciproque (X', p') de p par 'application g est un revétement.

Démonstration : Il s’agit de montrer que 'on peut recouvrir ' par des ouverts
trivialisants. soit ' un élément de . Posons b = g(b’). Soit un ouvert de  contenant
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b et trivialisant pour p. On va en fait montrer que ' = g~!( ) est un ouvert trivialisant
pour ' qui contient b’. Par définition p’~1( ) est 'ensemble des couples (', z)de ' X
tels que g(b') = p(x) soit dans . Considérons alors un espace discret F' et

p:  Fop ()
une trivialisation de p au-dessus de . On va en déduire une trivialisation
QOI . / F — pl—l( I)

/

de la facon suivante : étant donné (b', ) un élément de F, on pose

(pl(blv ): b,790(g(bl)7 )

Il est immédiat de vérifier que ¢’ est bien définie. Par ailleurs les deux projections de ¢’
sur sont continues, donc ¢’ est aussi continue. Soit alors

wl :pl—l( I) — / F,
I'application définie, pour tout (b',z) de p'~'( '), par I'égalité
', x) =, ),

ou est I'unique élément de F tel que ¢(g(b'), ) = z. En remarquant que est I'image
par la deuxiéme projection de ¢~!(x), on constate que 1’ est continue. On vérifie par
ailleurs que les applications ¢’ et ¢’ sont inverses I'une de ’autre. Cela montre que ¢’
est un homéomorphisme, ce qui entraine notre assertion.

[. eee entdesc e insde sed nre ete ent

I.1. e étements de base [0,1] ou [0,1] [0,1]

Posons I = [0,1]. On montre ici le théoréme suivant :

Théoreme 6.1. Tout revétement de base I ou I I est trivialisable.

Démonstration : Elle utilise les deux lemmes suivants :

emme 6.1. Soit p: X —  un revétement. Soient ' et " deux fermés de tels que

" "= etque ' " = soit un ensemble connexe non vide. Si p est trivialisable

au-dessus de ' et au-dessus de ", il est trivialisable au-dessus de

Démonstration : Soient ¢’ : ' F' — p71( Net¢”: ' F’"— p (") des
trivialisations de p au-dessus de ' et . L’application

w — QDI_I o QDH . FII SN FI
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est un automorphisme de revétements triviaux de base . Puisque n’est pas vide, cela
entraine en particulier que F’ et F” sont homéomorphes, et I’on peut donc supposer

F=F'=F (sia la restriction de ¢y & a  F’ est un homéomorphisme de a  F’
sur a  F"). Ainsi

P F— F
est un automorphisme du revétement trivial F — . Puisque est connexe, il existe

donc une permutation de F' tel que I'on ait

@, )=( () powrtout (z,)  F

Notons ' DPapplication précédente définie sur ‘' F. Il est immédiat de vérifier que
¢'o 't ' F —p I ') est aussi une trivialisation de p au-dessus de ’. Par ailleurs,
d’aprés ce qui précéde, on a dans F Dégalité ¢ = ' o ' (car p = ' ). On

déduit de 1a que les applications ¢” et ¢'o ’ définies respectivement sur "/ Fet ' F
comcident sur 'intersection F. Notons alors ¢ 'application F — p™1( ) qui
comcide avec ¢” et ¢’ o ' respectivement sur " Fet ' F. Cette application ¢ est
continue et est une trivialisation de p. D’ou le résultat.

emme 6.2. Soient X un espace métrique compact et () un recouvrement par ou-
verts de X . Il existe un nombre réel > 0 tel que toute boule fermée de rayon strictement
plus petit que soit contenue dans I'un des ouverts

Démonstration : Supposons que pour tout entier n > 1, il existe une boule fermée ,
de rayon 1/n qui ne soit pas contenue dans 'un des . Soit z,, le centre de ,,. On peut
extraire de (z,) une suite convergente (z ,, ) : soit x la limite de cette suite extraite. Soit

un ouvert de X contenant z. Il existe un entier M tel que la boule fermée de centre x
et de rayon 1/M soit contenue dans . Par ailleurs il existe un entier ny > 2M tel que
pour tout n > ng, la distance de z & x ,, soit 1/2M. Il en résulte que la boule fermée

» est contenue dans (inégalité du triangle), ce qui conduit & une contradiction.
D’ou le lemme.

Démonstration du théoréme 6.1 : 1) Montrons que tout revétement p de base I est
trivialisable. D’apres le lemme 6.2, il existe un entier n > 1 tel que, pour tout ¢ entre 0
et n — 1, le revétement p soit trivialisable au-dessus de l'intervallle [i/n, (i + 1)/n] (on
utilise ici le fait que, par hypothese on peut recouvrir I par des ouverts trivialisants
puis le lemme 6.2). D’apres le lemme 6.1, l'intersection des intervalles [i/n, (i + 1)/n| et
[(i41)/n, (i +2)/n] (qui est (i + 1)/n) étant connexe, p est trivialisable au-dessus de la
réunion de ces deux intervalles (et ce pour tout 7 entre 0 et n — 1). On construit ainsi de
proche en proche une trivialisation de p au-dessus de I. D’ou1 I'assertion.

2) Montrons que tout revétement de base I I est trivialisable. Le principe de
démonstration est le méme. Il existe un entier n > 1 tel que, pour tout 7 et 5 compris entre
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0 et n— 1, p soit trivialisable au-dessus des pavés ; = [i/n,(i+1)/n] [j/n,(i+1)/n].
Les lemmes 6.1 et 6.2 permettent de méme de construire une trivialisation de p au-dessus
de p. D’ou 'assertion.

Cela termine la preuve du théoreme.

1.2. Théorémes de relée ement des chemins pour les re étements

On va démontrer maintenant les deux théorémes fondamentaux ci-dessous :

Théoreme 6.2. Soit p: X —  un revétement. Soient g : I —  un chemin de et x
un point de X qui est dans la fibre de ¢(0) : on a p(x) = g(0). Alors il existe un unique
relévement continu h : I — X de g, tel que h(0) = z.

Démonstration : 1) Montrons d’abord 'existence d’un tel relevement. Soit p’ : X' —
I le revétement image réciproque de p par g (rappelons que X’ est le sous-ensemble de
I X formé des éléments (, ) tels que p( ) = g( )). Le revétement p’ est trivialisable,
donc il existe une section continue passant par le point (0, z) (car pour un revétement
trivial F — | il existe toujours une section continue passant par un point (a, f)
: par exemple celle qui & associe ( , f)). Si p2 : X' — X est la deuxiéme projection,
I’application composée py o est alors un relevement cherché.
2) Montrons 'unicité d’un tel relevement. Soient h et A’ deux relevements continus
de g tels que h(0) = h'(0) = x. Alors h et h' définissent deux sections : I — X' et
"“T—X'ou ()= ,h() etot ()= ,h().Ona (0)= '(0)=(0,z). Puisque
p' est un t t et que I est co ,on a donc = ' (cor. 4.2). Cela entraine
h = h'. D’ou le résultat.

Théoreme 6.3. Soit p : X —  un revétement et soient go : I — et g; : I —
deux chemins de  homotopes (avec origine et extrémité fixes) : on a go(0) = ¢1(0) et
go(1) = g1(1). Soit z un point de la fibre p=' go(0) . Soient hg et hy les relévements de
go et g1 tels que hy(0) = h1(0) = x. Alors les chemins hy et hy; ont méme extrémité : on
a ho(1l) = hi(1) ; de plus hy et hy sont homotopes (avec origine et extrémité fixes).

Démonstration : Soit :I I — une homotopie de gy & g1 : on a donc pout tout
(,)dansI I:

( ’0) = gO( )a ( 51) = gl( )a (0’ ) = gO(O)a (1’ ) = 90(1)'

Soit p’ : X! — I I lerevétement image réciproque de p par . Puisque p’ est trivialisable,
il existe une section continue I I — X' passant par le point (0,0),z . Cette section
définit un relevement H : I I — X de lapplication tel que H(0,0) = z. Par ailleurs,
Papplication — H( ,0) est un relevement de gy qui prend la valeur z en 0. On a donc
pour tout dans I, ho( ) = H( ,0) de méme on vérifie que h1( ) = H( ,1) ( ) : en effet,
on a ’égalité po H( ,1) = g1( ). Par ailleurs, on a pour tout de I, po H(0, ) = go(0)
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oronaxz = H(0,0) et p(x) = go(0). Donc H(0, ) = x pour tout de I, de sorte que
H(0,1) = h1(0). D’ou légalité ( ). De méme — H(1, ) est un relevement du chemin
constant — go(1) il est donc aussi constant : c’est — hi(1), car pour tout , on
a H(l, ) = h1(1). Or on a H(1,0) = ho(1) et H(1,1) = hy(1). Cela entraine 1’égalité
ho(1) = h1(1). On déduit de 1a en particulier que H est une homotopie (avec origine et
extrémité fixes) de ho & hy. D’ott le théoréeme.

1.3. Conséquence sur les homomorphismes des groupes ondamentaux
déduits des re étements

Nous allons maintenant déduire des résultats précedents le théoreme suivant :

Théoreme 6.4. Soient X et deux espaces topologiques et p: X —  un revétement.
Soit xo un point de X. Alors ’homomorphisme naturel 1 (p, xo) : m1 (X, z0) = 71, p(x0) I
est injectif.

On va en fait démontrer un résultat plus général. Considérons donc p: X —  un
revétement (sans hypothese topologique sur X et ). Soient ¢ et deux points de
Choisissons un point x¢ dans la fibre p~1( ). Pour tout x dans p~!( ), I'application

7T1(p ZU(),.’IJ‘) : 7I'1(X ZU(),.’E) —)7'['1( 0 )

est injective. En effet, soient et 1 deux chemins de X d’origine z( et d’extrémité x par
définition, ¢ et 1 sont des relevements de po ¢ et po 1 tels que po ¢(0) =po 1(0) = o
et po o(1) =po 1(1) = . Il résulte alors du théoreéme 6.3 que si po o et po 1 sont
homotopes, il en est de méme de ¢ et . Par ailleurs, on dispose de I'application

7T1(X .’17(),117)—>7T1( 0, )
p

érifions que  est une bijection. Montrons que  est injective. D’abord sa restric-
tion a chaque sous-ensemble (X zg,z) l'est d’aprés ce que l'on vient de voir. Par
ailleurs, soient x et =’ deux éléments distincts de la fibre p~1( ). Il s’agit de voir qu'un
élément de 71(X zg,z) et un élément de m (X xp,z’) n’ont pas la méme image dans
w1 ( o, ): cela résulte du fait que le relevement de deux chemins homotopes ont la
méme extrémité des qu’ils ont la méme origine (théoréme 6.3). Enfin le théoreme 6.2
entraine immédiatement le fait que est surjective.

Le théoreme se déduit alors du résultat précédent en faisant = ¢ : ’application

7T1(X .’13(),517)—)71'1( ())
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est une bijection. En particulier, ’homomorphisme 7 (p, z¢) : 71 (X, x9) — m1( , o) est
injectif. D’ou le théoréme.

On déduit de 13 le résultat suivant :

Proposition 6.1. Supposons que X et  soient connexes par arcs. Soit p : X —  un
revétement. S’il existe un point o de X tel que ’homomorphisme

7"-1(pa 330) . 7"-1()(’ .’L'()) — T ap('/L.O) 3

soit surjectif (donc bijectif), alors p: X —  est un homéomorphisme.

Démonstration : D’apres ce qui préceéde, pour que ’homomorphisme 71 (p, zg) soit
bijectif, il faut et il suffit que pour tout z dans la fibre p~1( o) autre que zy (on a
p(zo) = o), I'ensemble 71(X xo,z) soit vide. Puisque X est connexe par arcs, cela
entraine que la fibre p~1( () est réduite & un point. Si de plus  est connexe, toutes
les fibres de p sont donc réduites a un point. Tout ouvert trivialisant pour p est

1 -1

donc homéomorphe a p~* via 'application réciproque de p. En particulier p~* est une

application continue et p est un homéomorphisme. D’ou le résultat.

Corollaire 6.2. Supposons que X soit connexe par arcs et que  soit simplement con-
nexe. Sip: X —  est un revétement, alors p est un homéomorphisme.

Démonstration : Puisque  est simplement connexe, le groupe 71( , ) est réduit a
I’élément neutre. Le corollaire est alors une conséquence directe de la proposition.

11. SO se est oc e ent connexe

Proposition 7.1. Soitp: X —  un revétement dont la base est localement connexe.
Soit Y une composante connexe de X. Alors =p :Y —  est un revétement de

Démonstration : Il s’agit de montrer que ’on peut recouvrir par des ouverts
trivialisants pour . Soit b . Puisque est localement connexe, il existe un ouvert
connexe trivialisant pour p. Montrons que est en fait trivialisant pour . On considere
pour cela les composantes connexes ; de p~1( ). Les ; sont des ouverts de X, donc
aussi par définition de p~!( ), et ils recouvrent p~1( ). Siun ; rencontre Y, la réunion

; Y est connexe, et c’est donc Y. Par suite ; est contenu dans Y. Ainsi ~!( ), qui est
p~( ) Y, estlaréunion des ; quisont contenus dans Y, et est un homéomorphisme
de chacun d’eux sur  car tel est le cas pour p. Cela montre que est trivialisant pour

. D’otl le résultat.

Proposition 7.2. Soient p: X — et :Y —  deux revétements dont la base
est localement connexe. Soit f : X — Y un -morphisme, c’est-a-dire une application
continue telle que o f = p. Alors f est un revétement.
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Démonstration : Etant donné un point b de il existe un ouvert connexe de qui
est trivialisant a la fois pour p et . En effet, soient 1 et o deux ouverts trivialisants
respectivement pour p et  qui contiennent b. Tout voisinage ouvert 3 de  contenu
dans 1 o est trivialisant pour p et . Puisque est localement connexe il existe un
voisinage ouvert connexe de b contenu dans 3 et il est trivialisant pour p et . D’ou
I’assertion.

Il s’agit alors de montrer que Y est recouvert par des ouverts trivialisants. Con-
sidérons pour cela un point de Y. Soient b = () et  un voisinage ouvert
connexe trivialisant pour p et . Soit la composante connexe de ~!( ) qui contient

. On va montrer que  est un ouvert trivialisant pour f.

Soit  une composante connexe de p~( ). Puisque est connexe, p est un homéomorphismelj
de sur ,etdeméme estun homéomorphismede sur ainsi  est en particulier
ouvert. On est en fait dans I'un des deux cas suivants :

a)onaf( ) =

b) lapplication f est un homéomorphisme de  sur
Supposons en effet que f( ) rencontre . La réunion f( ) est alors connexe et
elle est contenue dans ~!( ). On a donc f( ) = (car  est une composante
connexe). Ainsi f( ) est contenu dans . Cela entraine alors l’assertion b), car  est
homéomorphe & via pet est homéomorphe & via

On déduit de 1a en particulier que si f( ) n’est pas vide, est contenu dans
f71( ). Par ailleurs il existe nécessairement une composante connexe de p~!( ) telle
que f( ) ne soit pas vide, car en fait f est surjective (car p l'est). Ainsi f=1( )
est réunion de certaines composantes connexes ; de p~1( ) (en fait celles dont I'image
par f possédent une intersection non vide avec ), et pour chacune de ces 4, f est
un homéomorphisme de ; sur . Cela montre que est un ouvert trivialisant pour f.
D’ou le résultat ( ).

() En fait, si f7'( ) est vide, est un ouvert trivialisant de f. On peut donc
supposer que f~!( ) n’est pas vide.

II. ro e ed reee ent t eore e ond ent

On désignera parfois par LCA le fait pour un espace d’étre localement connexe par
arcs, et par CA le fait d’étre connexe par arcs. Rappelons le résultat suivant :

emme 8.1. Tout espace localement connexe par arcs (LCA) et connexe est connexe
par arcs (CA).

On considere la catégorie des espaces topologiques pointés. Un morphisme
f : (Y, 0) — (X, CU())

est une application continue f : Y — X telle que f( o) = xo. Une application p :
(Y, o) = (X, z0) est un revétement pointé si de plus p: Y — X est un revétement.
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ixons désormais un revétement pointé p : (X,z9) — ( ,bo) et une application
continue g : (Y, o) = ( ,bp). On étudie ici le probleme de l'existence d’un relevement de
I'application g : un tel relevement, §’il existe, est par définition une application continue
h: (Y, o) = (X, z0) telle que po h = g.

emme 8.2. Supposons Y connexe. Il existe au plus un tel relévement.

Démonstration : Soit — Y le revétement image réciproque du revétement

p: X — par lapplication g. On a vu que les relevements continus 4 : (Y, o) — (X, xo)

sont en correspondance bijective avec les sections continues :Y — de , telles que

( 0) =( 0,20) (prop. 5.1). Or puisque Y est connexe, il existe au plus une telle section
(cor. 4.2). D’ou le résultat.

Théoréeme ondamental 8.1. ans la situation précédente, supposons de plus Y con-
nexe et LCA. ans ce cas un relévement h : (Y, o) — (X, zo) existe si et seulement si
I'image de ’homomorphisme de groupes

m1(g) : m (Y, o) = m1( ,bo)

est contenue dans I'image de ’homomorphisme

m1(p) : w1 (X, 20) = 71( ,bo).

Si h existe, alors h est unique.

Démonstration : 1) Montrons d’abord que si h existe, alors Im 71 (g) est contenu dans
Im 71 (p). Cela résulte en fait de I’égalité poh = g : en effet, on a alors w1 (g) = 71 (p)omi(h).

2) Inversement supposons que I'on ait Im 7r1(g) Im 71 (p). Montrons alors I'existence
de h. On considere pour cela le revétement : — Y image réciproque de p par g. Posons
0o = ( 0,Z0). Il s’agit de trouver une section continue : (Y, o) = ( , o) de
Considérons un lacet ¢ : I — Y de base le point ¢ : on a ¢(0) = (1) = .
Montrons que ¢ se releve en un lacet de  au point . Soit [¢] I'image de ¢ dans
m1(Y, o). Par définition on a m(g)[¢] = [g o ¢]. D’aprés 'hypothese faite, il existe un
lacet o de X au point zq tel que 'on ait

(1) [go¢]=[poal

Soit ¢ : I — X le relevement de goy tel que 1(0) = z(. Par définition « est un relévement
de po a. D’apres I'égalité (1), ¢ et o ont la méme extrémité (th. 6.3), de sorte que 9 est
un lacet de X de base zg. On a ainsi

(2) gop=po1,
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ol Y : I — X est un lacet de X au point zy. Considérons alors ’application I - Y X
définie par — (p( ),9( )). D’apres I'égalité (2), elle prend ses valeurs dans . Elle définit
donc un lacet :I — au point ¢, tel que o = . D’ol notre assertion.

On déduit de 1a que 'homomorphisme

7T1( )27’(’1( y 0)—)7T1(Y, 0)

est surjectif. Il est donc bijectif (th. 6.4). Considérons alors la composante connexe ¢ de
qui contient . Soit
0:( 0, 0) = (Y o)

la restriction de & . Puisque que Y est LC (localement connexe), car Y est par
hypothése LCA, ¢ est un revétement (prop. 7.1). Puisque Y est LCA et que ¢ est un
revétement, ¢ est donc aussi LCA. On déduit de 1a que ( est connexe par arcs. Ainsi

o est la composante connexe par arcs de  qui contient ¢ (cette composante connexe
par arcs est nécessairement contenue dans ). L’inclusion canonique ¢ —  induit
donc un isomorphisme de w1 ( o, o) sur m1( , o) (cf. le lemme .3 ci-dessous). Par suite
I’homomorphisme

m1( o) : m1( 0, 0) = ™ (Y, o)

est un isomorphisme. L’application ¢ : ¢ — Y est donc un homéomorphisme, car

o et Y sont CA (prop. 6.1). Il suffit alors de composer ’homéomorphisme réciproque
(Y, o) = ( o, o) avec linclusion ( o, o) = ( , o) pour obtenir la section cherchée.
D’otu le théoreme.

Démontrons le lemme suivant que 'on a utilisé dans la preuve du théoreme :

emme 8.3. Soient X un espace topologique, x un point de X et la composante
connexe par arcs de x dans X. Soit i : — X linclusion canonique. L’homomorphisme
de groupes w1 (i) : m1( ,x) — m (X, z) est un isomorphisme.

Démonstration : Soit : I — X un lacet de X de base x. Puisque I est connexe par
arcs et que est continue, (I) est aussi connexe par arcs et il contient x. Ainsi (I) est
contenu dans . Cela montre en particulier que 71 (7) est surjectif. Reste & montrer qu’il
est injectif. On utilise pour cela le fait que I I est connexe par arcs, et donc qu’une
homotopie I I — X a une image connexe par arcs elle est donc contenue dans siz
est dans I'image.
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Th éorie de Galois des revete ents

I. ¢ te oriedesre ete entsconnexes pointes notion dere ete ent
ni erse

On fixe désormais dans ce paragraphe un espace topologique  connexe et LCA (i.e.
localement connexe par arcs), et un point by de . On définit la catégorie des revétements
connexes pointés de base ( ,by) comme suit : les objets de cette catégorie sont des
revétements pointés

p:(X,ilfo) —)( ,bo)

tels que X soit connexe (d’apres ’hypothese faite sur , X est aussi LCA, et comme il
est connexe, il est aussi connexe par arcs). Un morphisme de cette catégorie

Y, o, ) — (X, z0,p)

est une application continue f : (Y, o) = (X, z¢) tel que po f = . Etant donnés deux
tels objets, il existe au plus un tel morphisme f. Pour que f existe il faut et il suffit que
la condition suivante soit réalisée (th. .2) :

(1) Im 71( )  Im 7(p).

De plus, si f existe, c’est en fait un revétement (Y, o) — (X, zo) (prop. 7.2).
la question qui se pose est alors la suivante :

uestion. Cette catégorie admet-elle un objet intial — Autrement dit, existe-t-il un
revétement connexe : (Y, o) — ( ,bg) qui satisfasse a la condition (1) quelque soit le
revétement connexe p : (X, xo) = ( ,bo)

Une condition suffisante pour qu’il en soit ainsi est que Y soit simplement connexe
(car alors Im 7r1( ) est réduit & ’élément neutre de m1( ,bg). D’ou le résultat suivant :

Théoréme 1.1. Supposons que ( ,by) posséde un revétement pointé : (Y, o) —
( ,bo) tel que Y soit simplement connexe. Alors ce revétement est objet initial dans la
catégorie des revétements connexes pointés de base ( ,bg).

Définition 1.1. Un tel revétement s’appelle revétement universel de I’espace ( ,bo).

Supposons qu’il en soit ainsi, autrement dit que ( ,bp) possede un revétement uni-
versel : (Y, o) = ( ,bo). Soit p : (X,z9) — ( ,bp) un revétement connexe pointé.
Alors il existe un revétement f : (Y, o) — (X, xo) tel que po f = . C’est un quotient du
revétement universel.
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On démontrera plus loin une condition nécessaire et suffisante pour qu’un espace
connexe et LCA, possede un revétement simplement connexe, autrement dit un revétement|
universel.

II. ro pedes to orp is esd nre ete ent connexe

On définit ici le groupe de alois d’un revétement p : X —  dans le cas ou X et
sont connexes et LCA. Rappelons qu’un espace topologique connexe et LCA est connexe
par arcs.

Définition 2.1. Soient X et deux espaces topologiques connexes et LCAetp: X —
un revétement. On appelle -automorphisme de p un homéomorphisme f : X — X tel
que po f = p. Ces automorphismes forment un groupe (p). C’est le groupe de alois
du revétement.

Etant donné un point by , le groupe  (p) opeére sur la fibre p~1(by).

Choisissons désormais un point p X. Posons by = p(zo) . Notons par ailleurs
m1(p, o) : m1 (X, 20) = 71 ( ,bo) 'homomorphisme naturel déduit de p.

Proposition 2.1. Soit 21 un point de p~1(bo). 1l existe au plus un élément f (p) tel
que f(xzo) = x1. Un tel élément f existe si et seulement si 'on a I’égalité

Im 71 (p, xo) = Im 71 (p, z1).

Démonstration : D’apres le théoreme fondamental .1, il existe au plus un revétement
pointé (X,z9) — (X,z1) de base ( ,bp). Par ailleurs, le fait que si f existe l'on ait
nécessairement Im 71 (p, x9) = Im my(p, £1) provient du méme théoréme .1. Supposons
inversement que ’on ait ’égalité Im 7 (p, ¢) = Im 71 (p, 1).Toujours d’apres le théoreme
fondamental, il existe deux morphismes f : (X,zo) = (X,z1) et g : (X, z1) = (X, z0)
tels que 'on ait les égalités po f = p et pog =p. On a alors po fog=pet pogo f = p.
D’apres la propriété de 'unicité du relevement, on a fog = Id et go f = Id, ce qui
prouve que f : (X,z9) — (X,z;1) est un isomorphisme de revétement pointés de base
( ,bo), autrement dit que f appartient & (p). D’ou le résultat.

Corollaire 2.1. Le groupe de alois (p) opére sans point fixe sur X (ou sur les fibres
du revétement p).

Démonstration : Si f est distincte de 'identité, f ne peut avoir de points fixe d’apres
la proposition. D’ou ’assertion.

Corollaire 2.2. our que le groupe de alois opére transitivement dans la fibre p~*(bo)
il faut et il suffit que 'image de ’homomorphisme

7'['1(]),517) : 7T1(X,£U) —)71'1( ,b())
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soit indépendante du point = de la fibre p=1(by).
Démonstration : C’est immédiat d’apres la proposition 2.1.

emme 2.1. Le groupe (p) opére transitivement dans la fibre p=1(bo) si et seulement
si, pour tout b dans , il opére transitivement dans la fibre p~1(b) (autrement dit (p)
opére transitivement sur une fibre si et seulement si il opére transitivement sur chacune

des fibres de p).

Démonstration : On démontre que ’ensemble ' des points b tels que (p) opere
transitivement dans la fibre p~1(b) est ouvert et fermé dans . Si I’on suppose que (p)
opere transitivement dans la fibre p~1(bg), ’ensemble en question est non vide. Puisque

est connexe, c’est donc  tout entier. Considérons donc un élément b de '. Soit
un ouvert connexe trivialisant de  contenant b (un tel  existe car  est localement
connexe car LCA). On va montrer que (p) opeére transitivement sur les fibres des points
de . Par définition il existe un espace discret F' et un homéomorphisme ¢ de F
sur p~!( ) tel que I'on ait p o ¢ = p;, oll p; est la premiere projection. Considérons un
élément x de et deux éléments « et 3 de p~!(x). Il existe o et ; dans F tels que l'on
ait (z, o) = ¢ () et (z, 1) = ¢ 1(B). Posons alors ¢ = ¢((b, o)) et 1 = @((b, 1))-
Soit f un élément de (p) tel que f( o) = 1 (f existe car b appartient & ). On vérifie

Lo foy est un

alors que l'on a f(a) = B : en effet, puisque  est connexe, et que ¢~
automorphisme du revétement trivial F — il existe une permutation de F
telle que 'on ait ¢~ o foo((, ))=(, ()), pour tout et tout F.Or on a
o tofop((b, o)) = (b, 1). On déduit de 1a I'égalité o= o f o o((z, o)) = (z, 1), i-e.
f(a) = B. Cela montre notre assertion et en particulier que ' est ouvert. Par ailleurs,
soient b un élément dans — ', et un ouvert connexe trivialisant de p contenant b.
D’apres ce qui précede, pout tout x le groupe (p) ne peut opérer transitivement
sur la fibre p~!(x) (sinon (p) devrait opérer transitivement sur p~1(b)). Cela montre

que ' est fermé. D’ou le lemme.

Définition 2.2. On dit que le revétement p: X —  est galoisien si (p) opére transi-
tivement sur chaque fibre de p.

ITI. ien entre esi es de mi(p,zo) et de mi(p,z1) d ns my( ,bg) po T
zoetz;d ns ne e e redep

On se place dans la situation suivante : on considere notre revétement p : X —
, un point by de et deux points xo et z; dans la fibre p~1(bp). On dispose des
homomorphismes 71 (p, zo) : 71(X, o) = m1( ,bo) et m1(p, z1) : 7 (X, z1) = w1 ( ,bo)-

emme 3.1. Les deux sous-groupes de mi( ,bg), Im 71 (p,xo) et Im mi(p,x1), sont
conjugués dans w1 ( ,bp).

Démonstration : On choisit un chemin ¢ de X joignant xo & z1 (un tel chemin existe
car X est CA) le choix de ¢ définit un isomorphisme ¢ de 71 (X, zo) sur 71 (X, z1) via
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la éche [ | — [¢71

m1( ,bo). Montrons que 'on a

c]. Soit @ = [p o ¢] 'image de la classe d’homotopie [c] de ¢ dans

o~ 'm 7y (p, zo)a = Im 71 (p, z1).
Pour tout élément de 71(X, o), on a I'égalité

alpo Ja=[poc™ po poc.

Oronalpoc™! po poc=[poct (po ¢)]=[po(ct ¢)]. On déduit de 1a

Iégalité
alpo Jla=mi(p,z1) [c M ]l .

—1 o appartient donc & I'image de 1 (p, z1).

Etant donné un élément de Im (p, xp), @
On construit ainsi un homomorphisme de groupes Im 1 (p, o) — Im w1 (p, 1) définit
par — a ! a. C’est un homomorphisme de groupes dont I’isomorphisme réciproque

est celui donné par la éche — a a~!. D’ou le résultat.

On déduit alors le résultat suivant :

Proposition 3.1. our que le revétement p : X —  soit galoisien, il faut et il suffit
que pour tout oy X limage de ’homomorphisme 1 (p, xo) : 71(X, zo) = m1( ,p(x0))
soit un sous-groupe distingué de m1( ,p(zo)). Cela revient & demander qu’il existe un
élément xo X tel que 'image de ’homomorphisme 71(p, xg) : m1(X, o) = m1( ,p(x0))
soit un sous-groupe distingué de w1 ( ,p(zo)).

Démonstration : a) Supposons p : X —  galoisien. Soit zp un point de X. Con-
sidérons un élément « = [f] de m1( ,p(xp)). Soit g le relevement de f tel que g(0) = xp.
Posons ¢g(1) = z;. D’apres la démonstration du lemme précédent, on a 1’égalité

ot Im 71 (p, zo) @ = Im 71 (p, 21).

Or p étant galoisien, on a Im 71 (p, z1) = Im m1(p, z¢). D’ott le fait que Im 7y (p, z¢) soit
un sous-groupe distingué dans 71 ( ,p(z0))-
b) Supposons maintenant qu’il existe un élément zy de X tel que I'image de ’homomorphismel]j
m1(p, o) : w1 (X, z0) = m1( ,p(x0)) soit un sous-groupe distingué de m1( ,p(zg)). Mon-
trons que p est galoisien. érifions pour cela que 'image de ’homomorphisme

7I'l(p, 'T) : 77—1(X7 117) - 7"-1( ,p(l’o))

ne dépend pas d’un point x choisi dans la fibre de p en p(xg) (cor. 2.2). Considérons donc
un point z; de la fibre p~!(p(zg)). D’apres le lemme 3.1, il existe o dans w1( , p(xg)) tel
que l'on ait o=t Im 71 (p, 20) o = Im 71 (p, x1). Cela entraine Im 71 (p, 1) = Im 71 (p, xo).
D’ol1 notre assertion et la proposition.
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Corollaire 3.1. Le revétement universel de , s’il existe, est galoisien.

Démonstration. C’est immédiat d’apres la proposition 3.1.

I . per tiond ro pe ond ent m( ,by)d ns red nre ete ent]

de se

Proposition 4.1. Soit p : X —  un revétement (sans hypothése topologique parti-
culiére sur X et ). Soit by un point de . Alors m1( ,bg) opére a droite sur la fibre

p~"(bo)-

Démonstration : On va définir une application

p (o) mi( ,bo) = p ' (bo)

(z,a) — z.a de la facon suivante : soient z p~1(bg) et &« w1 ( ,bo). On choisit un
lacet f de  qui représente . On reléve f en un chemin g de X d’origine z (th. 6.2).
Soit 2’ 'extrémité de g. on pose alors

r = Z.0.

Cette application est bien définie, car z’ ne dépend pas du choix de f (th. 6.3). érifions
qu’il s’agit bien d’une opération. Il faut donc vérifier que, pour tout z p~1(bg) et tout
a et B dans w1 ( ,bg), 'on a (si e est I’élément neutre de m1( , b))

rze=z et (z.a).f=z(a.pf).

a) Prouvons la premiere égalité. Il suffit pour cela de remarquer que le lacet constant
de X en z releve le lacet constant de  en by (qui est un représentant de e w1( ,bp)).

b) Prouvons la deuxiéme égalité. Soient « et 8 deux éléments de m1( ,bp) et z un
point de p~!(bg). Soient f, et f deux représentants de « et 3. Soient g, le relévement de
fao d’origine z, et h et relevement de f d’origine g,(1) X. En utilisant directement la
définition de la composition de deux chemins (quand cela est possible), on constate que
lon a I’égalité

(1) bo (ga h ) = fa f 3
autrement dit g, h est le relevement de f, f d’origine x. Par définition, on a
(90 h )Q)=2z(a.8) et h (1) =gq(1).8 = (z.c).0.

Or on a aussi par définition h (1) = (go h )(1). Cela montre notre égalité. D’ou la
proposition.
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ite ex cte d n re ete ent oisien p : X — ors e X et
sont connexes et

Soit p: X —  un revétement galoisien, X et  étant connexes et LCA. Soit (p)
le groupe de alois de p. Choisissons désormais un point by de et un point xy de la
fibre p~1(by). On associe & ces données une application (qui dépend de by et de )

: 71'1( abO) - (p)

de la fagon suivante : soit o un élément de m1( ,bg). On considére zy.cx qui est un élément
de la fibre p~1(by). Puisque p est galoisien, il existe un unique élément de (p) qui envoie
T sur zg.a ( (p) agit transitivement dans la fibre p=' (b)) . C’est par définition («).
Ainsi () est défini par la condition

(@)(xg) = xzp.a pour tout a w1 ( ,bp).

Proposition 5.1. L’application est un homomorphisme de groupes surjectif. Le noyau
de est I'image de ’homomorphisme m(p) = m1(p, zo) : m1(X,x0) — m1( ,bg). On a
ainsi une suite exacte de groupes

1 — m(X,z0) — m( ,b) — (p) — 1.

Démonstration : a) Soient a et B deux éléments de m1( ,bg). Il s’agit de montrer
légalité (a.f) = (a)o (). Il suffit pour cela de montrer qu’ils prennent la méme
valeur en un point o de X. Cela revient a démontrer que 1'on a 1’égalité

(xp.@).8 = (x0.8).c

Posons = (a). L’égalité précédente s’écrit aussi

(r0).8="(20.8)-

Soit alors f un représentant de . Soit g le relevement de f d’origine zy dans X. On a
po og = f.L’égalité g(1) = z.f (par définition) entraine og(1) = (xo.3). Par ailleurs
on a aussi par définition (z¢).8 = o0g(1). Cela prouve que est un homomorphisme.

b) Montrons qu’il est surjectif. Soit f un élément de (p). Posons z; = f(zg). Soit

un chemin de X d’origine x( et d’extrémité z;. Posons a = [po ]. Par définition, on
azg.a=x et (a)(xg) =z1. Dou (a)= f et notre assertion.

c) Soit a un élément de w1( ,bo) tel que () soit l'identité de X. On a alors
xg.a0 = zg. Considérons f un représentant de o et g le relevement de f d’origine zy dans
X. Par définition g est un lacet de X en xg, et [g] est un élément de (X, zo) dont
Iimage dans m1( ,bg) est a. Inversement soit [p o h] un élément de I'image de m(p, o)
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dans m( ,bg). On alors ([p o h])(xzp) = h(1) = zo, ce qui prouve que ([p o h]) est
I'identité de X. D’ou la proposition.

Corollaire 5.1. Supposons que X soit simplement connexe, autrement dit que p : X —
soit le revétement universel de . Alors :mi( ,bp) — (p) est un isomorphisme de
groupes.

Terminons ce paragraphe par une remarque. On suppose toujours X et  connexes
et LCA. On considére un revétement p : X —  non nécessairement galoisien. Soient x
un point de X et bg = p(xo).

Proposition 5.2. Soit H I'image de ’homomorphisme 71(p, o) : 71 (X, xo) = m1( ,bo).
Les ensembles w1 ( ,bg)/H des classes a droite de w1( ,bg) modulo H, et p~*(by), sont
en bijection via la éche ¢ : H.ao = zg.cu.

Démonstration : Puisque X est connexe par arcs, m1( ,bg) opére transitivement sur

la fibre p~!(bo). En effet, Soit x; un élément de p~*(bp). Il existe un chemin de X

d’origine zy et d’extrémité x;. Posons & = [po |. On a alors par définition z; = zg.a

d’oti notre assertion. Ainsi Porbite de z est la fibre p~!(by) tout entitre. Regardons

maintenant le stabilisateur de zq : c’est 'ensemble des « de 71 ( ,bg) tel que zg.cx = xp.

C’est en fait 'image de m (X, zo) dans m1( ,bg) (cf. démonstration de I’assertion c) de
la prop. 5.1). D’ou le résultat.

Corollaire 5.2. Supposons que p: X —  soit un revétement a deux feuillets (X et
sont ici connexes et LCA). Alors p est galoisien.

Démonstration : Soit zo un point de X. Posons by = p(xp). Alors p est galoisien si
et seulement si 'image de 71 (p, zo) dans m1( ,bg) est distinguée dans m1( ,bg). Or tel
est bien le cas car cette image est d’indice 2 dans m1( ,bo) (prop. 5.2).

I. iteex cted nre ete ent non necess ire ent oisienp: X —
ors e X et sont connexes et

Soit p: X —  un revétement qui n’est plus nécessairement galoisien X et  étant
connexes et LCA. Soit (p) le groupe de alois de p. Choisissons désormais un point by
de et un point zq de la fibre p~1(by). Soit  le normalisateur de I'image de 71 (p, 7o)
dans m1( ,bp). On associe alors & ces données une application (qui dépend de by et de
.’L‘o)

- ()

de la facon suivante : soit o un élément de . On considere un relevement f de o et g
le relevement de f dans X d’origine xy. Notons x; 'extrémité de g, qui est un élément
de la fibre p~1(bg). érifions qu’il existe un élément de (p) qui transforme zy en z;.

7



Rappelons que I'on a 1 = zg.a. On définira alors, comme dans le cas ou p est galoisien,
(o) par 'égalité
(a)(xg) = xo.x.

Les sous-groupes de 71( ,bg), Im 71 (p, zo) et Im 71 (p, z1) sont liés par ’égalité
o~ Im 71 (p, 20) o = Im 7y (p, 21).

Puisque « appartient &  on a donc o~ Im 71 (p, o) o = Im 71(p, zp), ce qui entraine
Im 71(p, xo) = Im 71 (p, 1), et démontre notre assertion.
On démontre, comme dans le cas ou p est galoisen le résultat suivant :

Proposition 6.1. L’application est un homomorphisme de groupes surjectif. L’image
de ’homomorphisme 71(p) = m1(p, o) : m1(X, z9) = m1( ,bo) est contenu dans  (par
définition) et c’est le noyau de . On a ainsi une suite exacte de groupes

1 —m(X,z0) — — (p) — 1.

Démonstration : Il suffit de démontrer que est surjectif, le reste de la démonstration
étant inchangé par rapport au cas ou p est galoisien.

Soit f un élément de (p). Posons z1 = f(xp). Soit un chemin de X d’origine zg
et d’extrémité x;. Posons a = [po ]. érifions que « appartient & . On remarque pour
cela que 'on a I’égalité

[po ]_1Im m1(p, zo)[po | =Im mi(p,x1).
Or puisqu’il existe un élément de (p) transformant x en z; (& savoir f) on a

Im 7y (p, 1) = Im 71 (p, zo)-

Cela montre notre assertion. On a alors (a)(zg) = 1, et donc (a) = f. D’ou la
proposition.
Remarque. Le revétement p est galoisien si et seulement si 'on a = 71( ,bo).
II.  eorie de ois

I1.1. Préliminaires

Partons d’'un revétement p : X — galoisien, X et étant toujours supposés
connexes et LCA. Soit (p) son groupe de alois.

emme 7.1. Le groupe (p) opére continiiment et proprement sans point fixe sur X.

Démonstration : Montrons d’abord que (p) opére proprement sans point fixe sur
X. Soit g un élément de X. Posons by = p(xp). Soit  un ouvert connexe (on peut
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dans cette démonstration choisir ~ non connexe) trivialisant de p contenant bg. Soit
la composante connexe de p~—!( ) contenant zy que p envoie homéomorphiquement sur
érifions que pour tout (p) autre que l'identité, 'on a ( ) = . Soit
donc un élément de (p) distinct de 'identité de X tel que ( ) ne soit pas vide.
Soit  un élément de ( ) .Ona ()= pour un certain élément . Or
po () =p( ). Dou l'égalité p( ) = p( ), ce qui entraine = . Cela implique que
soit I'identité de X. D’ou une contradiction et notre assertion. Montrons maintenant que
(p) opére continiiment sur X, autrement dit que lapplication (p) X — X définit
par ( ,x) — (z) est continue, (p) étant muni de la topologie discrete. Soit ( ,z) un
point de (p) X. Soit  un ouvert de X contenant (z). Alors —1  est un
ouvert de (p) X dont I'image par I'application précédente est contenue dans . D’out
le lemme.

emme 7.2. Soit un groupe discret opérant de facon continue, et proprement sans
point fixe sur un espace Y connexe et LCA. Alors la surjection canonique :Y — Y/
est un revétement galoisien et son groupe de alois est . lus précisément, le groupe
de alois de est formé des homéomorphismes Y — Y définis par — g , lorsque g

parcourt . Autrement dit, application g — — g est un isomorphisme de groupes
de sur ().

Démonstration : On sait déja que est un revétement et que Y/ est aussi connexe
et LCA. D’abord (g) appartient & ( ) pour tout g ,car (g )= ( ) par définition.
Par ailleurs, est clairement un homomorphisme de groupes. Il est injectif car  opere
sur Y sans point fixe. Enfin il est surjectif : soit A un élément de (). Pour tout Y,
ona oh( )= ().Etantdonné Y, il existe donc g tel que 'onait A( ) =g .On
remarque alors que les applications h et — g sont deux relevements de qui coincident
en un point (& savoir ). Ils sont donc égaux (car Y est connexe) d’ou la surjectivité de

. Par ailleurs, du fait que (g) est dans () pour tout g , il résulte que ( ) opere
transitivement dans les fibres de  (par définition) et donc que est galoisien. D’ou le
résultat.

Proposition 7.1. L’application canonique : X — X/ (p) est un revétement. Le
revétement p se factorise en X — X/ (p) — . lus précisément on a p = o , ol
¢ : X/ (p) —  est un homéomorphisme (il existe un unique tel homéomorphisme).
Autrement dit p s’identifie de la sorte au revétement

Démonstration : Le fait que soit un revétement résulte des lemmes 7.1 et 7.2. Par
ailleurs, on constate facilement que p passe au quotient suivant la relation d’équivalence
associée & (p), autrement dit que p se factorise a travers . Il existe donc une application
¢:X/ (p)— telquep=¢po on aainsi ¢( (x)) = p(x) pour tout x X, ce qui
montre en particulier 'unicité de ¢.



Montrons que ¢ est injective. Soient x et deux éléments de X tels que ¢( (z)) =

@( ( ))- On a alors p(xz) = p( ). Puisque p est galoisien, (p) opére transitivement dans
les fibres, et il existe donc g (p) tel que 'on ait = g(x), ce qui signifie I’égalité

() = (). D’ou I'assertion. Par ailleurs, ¢ est surjective, car p lest.

érifions que ¢ est continue. Il suffit de remarquer que, si ~ est un ouvert de , l’'on

ae ()= p1( )et que estune application ouverte. L’argument est le méme pour
1 on a pour tout ouvert de X/ (p)
I'égalité »=1( ) =p ~}( ) et on utilise le fait que p est une application ouverte. D’oll

la proposition.

montrer que ¢! est continue : si ’on pose ¢ = ¢~

I1.2. Correspondance de alois

Nous allons démontrer dans ce paragraphe le théoreme de la correspondance de
alois pour les revétements. Tous les espaces considérés dans la suite sont supposés
connexes et LCA (ils sont donc connexes par arcs).

Proposition 7.2. Soit p : (X,z9) — ( ,bp) un revétement galoisien. Soient (p) le
groupe de alois de p et  un sous-groupe de (p). Soit  : (X, zo) — (X/ , (o)) le
revétement pointé associé a la surjection canonique X — X/ . Alors il existe un unique
revétement :(X/ , (xo)) — ( ,bo) vérifiant 'égalité o = p.

Démonstration : D’abord 'application p se factorise a travers car est un sous-
groupede (p). Il existe donc une application, :(X/ , (zo)) — ( ,bp), nécessairement|j
unique, telle que U'on ait o = p. Par ailleurs  est continue car si  est un ouvert

de , on a l’égalité

(1) D= ")

érifions que  est une application ouverte : il sufit pour cela de remarquer que si  est
un ouvert de X/ , l'on a

( )=»( )

ot = "'( ),etquep est une application ouverte. Montrons maintenant que  est un
revétement. On doit pour cela recouvrir  par des ouverts trivialisants pour . Soit b un
élément de . Soit  un ouvert connexe de  contenant b trivialisant pour le revétement
p. On va démontrer que  est un ouvert trivialisant pour
Soit  une composante connexe de p~'( ) qui s’envoie homéomorphiquement sur
via p. On peut écrire p~1( ) comme la réunion disjointe

(2) P )= g -

En fait cette égalité résulte de I’assertion suivante :
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ssertion. Soit p : X —  un revétement galoisien. Soit  un ouvert connexe trivi-
alisant pour p. Alors les composantes connexes de p~1( ) sont les ( ), ot  est dans
(p) et ot est une composante connexe de p~( ).

Démonstration : Il suffit de prouver que si 1 et o sont deux composantes connexes
de p~!( ),ilexiste dans (p)telque ( 1)= »:ilexiste un élément a dans ; et un
élément b dans o tels que 'on ait p(a) = p(b), car 1 et 2 sont homéomorphes &  via
p. Puisque p est galoisien, il existe dans (p) tel que (a) = b, ce qui entraine 1’égalité

( 1) = 2 (car induit un homéomorphisme de p~1( )sur p~!( ),et ( 1)et 5 sont
deux composantes connexes de p~1( ) contenant b). D’ot1 Iassertion.

On consideére alors un systéme de représentants = (g;); de 'ensemble des classes
3 droite de  (p) modulo . érifions que I'ensemble ~'( ) s’écrit comme la réunion
disjointe

Q) )= @)
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D’apres les égalités (1) et (2), ~!( ) est la réunion des ensembles (g ) lorsque g
parcourt (p). Par ailleurs, étant donnés ¢ et j dans I, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) I’élément g;g~ ' appartient 2
(i) ona (¢ )= (g9 )
(iii) ona (g: ) (9 )=
En effet, 'égalité g; = ag , ou « , implique g; = ag et donc (g; )=

(9 ) Le fait que (ii) entraine (iii) est clair. Il reste donc a prouver que (iii) implique
(i). On considere pour cela deux éléments et ' de pour lesquels il existe g dans  tels
que g; = gg '. Puisque (p) opére proprement sans point fixe, cela entraine g; = gg
(cf. dém. du lemme 7.1). D’ott notre assertion.

On déduit des équivalences précédentes ’égalité (3) et le fait que cette réunion soit
disjointe. Il reste alors a démontrer que, pour tout « I, la restriction de a (g5 )
induit un homéomorphisme de  (g; ) sur (cela prouvera que  est un revétement).
D’abord cette restriction est surjective car p induit une bijection de g; sur . Supposons
par ailleurs que I'on a 1’égalité o (g; )= o (g; '),ou et ’sont deux éléments
de . On a alors p(g9; ) = p(9; '), et il existe donc un élément dans (p) tel que
gi = g; '.Doug; = g;et est’élément neutre de (p). D’ot = ' et le fait que
la restriction de a (g; ) soit injective. Mais on a déja montré que est continue
et ouverte. D’oll notre assertion et la proposition.

Remarque. L’ouvert  utilisé dans la démonstration peut en fait ne pas étre connexe.
Il suffit ensuite de prendre pour ouvert de p—!( ) qui s’envoie homéomorphiquement
sur  via p. Pour tout (p) distinct de ’identité, on a encore =
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Définition 7.1. Soit p: (X,z9) — ( ,bo) un revétement pointé. On appelle revétement
intermédiaire de p, tout revétement : (Y, o) = ( ,bo), tel qu’il existe une application

continue : (X,xz9) — (Y, o) vérifiant o = p. L’application est alors unique, car
c’est un relévement pointé de p, et c’est un revétement (prop. . ). eux revétements
intermédiaires : (Y, o) — ( ,bo) et " : (Y, §) = ( ,bo) sont dits équivalents s’il
existe un homéomorphisme h : (Y, o) — (Y, () tel que ho = "et "oh = , o

!/

" (X, x0) — (Y, () vérifie comme ci-dessus 'o ' =p.

Considérons désormais un revétement galoisien pointé p : (X,z9) — ( ,bp). On
désigne par  ’ensemble des classes d’isomorphisme de revétements intermédiaires
(Y, o) = ( ,bp) de p et par  l'ensemble des sous-groupes de (p). Etant donné un
revétement pointé : (X,zo) — (Y, o), on notera ( ) son groupe de alois sans
autre précision. Etant donné un revétement intermédiaire : (Y, o) — ( ,bo) de p, on
désignera par ¢l : (Y, o) = ( ,bo) sa classe d’équivalence.

emme 7.3. Soit : (Y, o) — ( ,bo) un revétement intermédiaire de p. Soit
(X,z0) — (Y, o) le revétement pointé de Y satisfaisant a ’égalité o = p. Alors le
revétement est galoisien.

Démonstration : De I'égalité o = p, on déduit que 'on
m(, o)om( ,x0) = m(p, o).
Par ailleurs, 'application 71( , o) est injective, et 'on a donc
m1(, o)t m(p,wo) (w1 (X, x0) =71 ,x0) T (X, 20) -

Puisque m1(p,zo) m1(X,zo) est un sous-groupe distingué de m1( ,bg) (car p est ga-
loisien), on en déduit que 71 ( ,zg) m1(X,x0) est un sous-groupe distingué de 71 (Y, o).
D’otu le lemme.

Enongons maintenant le théoréme relatif a la correspondance de alois.

Théoreme 7.1. L’application : —  définie par
cd (Y, 00— ,bo) = (), ou o =p,
est une bijection de  sur . L’application réciproque : —  est donnée par
—=c  (X/, (x0)—( ,bo) ,

ou :(X/, (x0)) = ( ,bo) est le revétement dont D’existence est affirmée dans la
proposition . . Les revétements intermédiaires de p qui sont galoisiens correspondent
aux sous-groupes distingués de (p).

Démonstration : 1) érifions que application  est bien définie. D’abord () est
bien un sous-groupe de (p) en effet, il est contenu dans (p), car si f appartient a
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(),ona of = ,cequientraine o of = o ,ie.pof = p. Considérons maintenant
et ' deux revétements intermédiaires (pointés) isomorphes de p. Il s’agit de prouver

que’'ona ()= ('),ou et ’sont définies par les égalités p= o = 'o ’. Soit
f un élément de ( ). Ona o f = . Soit h un homéomorphisme de Y sur Y’ tel que
ho = '.On a alors les égalités 'of =ho of =ho = et le fait que f appartienne

2

a (). Cela entraine (pour des raisons de symétrie) que soit bien définie.
2) Démontrons que les applications et  sont inverses 'une de l'autre. érifions
d’abord que l'on a

(1) o =1

Considérons =cl : (Y, o) = ( ,bp) unélémentde .Lesrevétements :(X,zq)—
(Y, o) et :(X,z0) > X/ (), (x) sont isomorphes (o est le revétement as-

socié & par définition). Autrement dit, il existe un unique homéomorphisme ¢ de (Y, o)

sur X/ (), (xo) tel que lon ait 'égalité ¢ o = . Soit  l’'unique revétement
X/ (), (zo) — ( ,bo) telque o = p dont l'existence est assurée par la proposi-

tion 7.1. Par définition de ¢, ona o = . Cela montre que les revétements et  sont

isomorphes. On a ainsi ( ( )) = , ce qui entraine ’égalité (1). érifions maintenant

que 'on a

(2) o =1

Il suffit pour cela de vérifier que le groupe de alois du revétement : (X, x0) —
X/ , (zo) est précisément le groupe : d’abord est évidemment contenu dans ce

groupe de alois. Inversement soit h un élément de (p) tel que oh = soit z un

élément de X. Il existe  dans tel que on ait h(z) = (z) douh=  (car het

comcident en un point) et h appartient & . D’ou I’égalité (2) et le fait que et  sont
inverses I'une de l'autre.

Reste a montrer que les revétements intermédiaires de p qui sont galoisiens et les
sous-groupes distingués de (p) se correspondent par les applications et

3) Soit  : (Y, o) = ( ,bo) un revétement loi i de ( ,bp). Soit : (X,xg) —
(Y, o) le revétement associé & tel que o = p. Montrons que ( ) est un sous-groupe
distingué de (p). Soient h un élément de (p) et f un élément de ( ). Il s’agit de
vérifier que hfh~! appartient & ( ), autrement dit que I'on a o (hfh™!) = . Soit z
un élément de X. Posons = h™!(x). On remarque que I'on a les égalités

lavant derniére égalité ayant lieu car h appartient & (p). Puisque est par hypotheése
galoisien, il existe donc un élément de ( )telquel'onait ( ( )) = (). Considérons
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alors les applications continues et h de X dans Y. Elles coincident au point : en effet,
h( )= (z)= () d’apres I’égalité ci-dessus. Par ailleurs,ona ( h)=( )h=ph=p
et ()= = p. Ainsi les applications et h:X — Y sont deux relévements de
(X, )= ( ,p()a (Y, ()—( ,p( ) qui prennent la méme valeur en . Elles sont
donc égales. On déduit alors les égalités : (hfh™1) = fh™ = h71= hh7!=
D’ot notre assertion.
4) Considérons maintenant un revétement : (Y, o) — ( ,bg) tel que le sous-groupe
() correspondant soit i ti dans (p). Montrons que est galoisien.
On construit pour cela une application (de restriction) : (p) = (). Soit h un
élément de (p). Il s’agit de voir qu’il existe une unique application (h) : Y — Y qui
soit un homéomorphisme de Y sur Y tel que

(3) oh= (h)o et o (h)=

a) érifions l'existence de (h) satifaisant & la premiére égalité ci-dessus. On considére
pour cela z et 2’ deux éléments de X tels que (z) = (2'). Il s’agit de vérifier que 'on a
h(z) = h(z'). Puisque est un revétement galoisien, il existe dans ( ) tel que 'on
aitz’ = (z).Oronah =(h h™l)h= 1h,ou ;=h h™!estunélémentde ( ) (car
( ) est par hypothese distingué dans (p)). On a ainsi h(z') = h (z) = 1h(x), dou
Pon déduit que h(z') = 1h(z) = h(z). Dol notre assertion. Par ailleurs I’application
étant surjective, (h) est entierement déterminée par 1’égalité oh = (h)o , ce qui
montre 'unicité d’une telle application.
b) L’application (k) est une bijection de Y sur Y. En effet, on a les égalités

(™o ()= (Ao (h)=1
Pour le vérifier, il suffit de constater que 'ona (h™!)o (h)o = (h)o (h™1)o =

c)Ona (h) = .Eneffet,ona (h) = h=ph=0p

annoncée car est surjective.

. D'out I'égalité

d) Montrons maintenant que (k) est un homéomorphisme de Y sur Y. Il suffit pour

cela de vérifier que (h) est continue, car cela prouvera aussi la continuité de (h~1!). Soit
un ouvert de Y. Puisque est une application ouverte et que et h sont continues, il
suffit en fait de démontrer la formule (A~ ~( )) = (h)"!( ), ce qui immédiat : en
effet, soit  un élément de (h)~( ). Il existe dans X telque ()= ( est surjective)
etl'ona h()= (k) ()= (h)( ) quiestdoncdans et appartienta (h=! ~1( )).
Inversement si  est dans (h™! “}( )),ona = (), ou appartient & h=1 ~1( ).
Donc h( )= (h) ()est dans et appartient & (h)~1( ). D’ou I'égalité annoncée.

On déduit de la que est galoisien. En effet, soient et ' deux éléments de Y tels que
()= (7). Soient z et =’ dans X tels que (x) = etque (z')= '.Onap(z)=p(z)
et donc il existe h dans (p) tel que l'on ait h(x) = z’ (car p est galoisien). On a alors
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(h)( )= (h) () = h(x) = (2') = ', ce qui montre que

() agit transitivement
dans les fibres de , et donc que est galoisien (cf. les alinéas a), b), ¢) et d) précédents).

Cela termine la démonstration du théoréeme.

Proposition 7.3. Soit : (Y, o) — ( ,bo) un revétement intermédiaire dep : (X, xg) —
(,bo). Supposons que soit galoisien. Soit le revétement (X, xo) — (Y, o) correspon-
dant. On a la suite exacte de groupes

1— ()5 ®— ()—1,

ot i est l'inclusion canonique ( ) — (p),etou : (p)— () est lapplication définie
par Dégalité (h)o = ho pour tout h dans (p). n particulier, le groupe quotient
(p)/ () est isomorphe & () via passée au quotient.

Démonstration : Il s’agit de démontrer que est un homomorphisme surjectif de

groupes dont le noyau est ().

Soient h et h' deux éléments de (p). Ona (h) = het (h') = h'. On a ainsi
(hh') = (h) W' = (h) (') . Or (hh') est 'unique application de Y dans Y vérifiant
(hh') = (hh') .D’oulégalité (hh') = (h) (k') et le fait que soit un homomorphisme

de groupes.
érifions que est surjectif. Soit un élément de ( ). Partons d’un élément z de

X. Posons = (z)et "= (). Soit par ailleurs ' dans X tel que (z') = ’. On
ap()= (Y= ()= ()=p=x).]1 existe donc h dans (p) tel que h(z) = .
Montrons que 'on a (h) = . Il s’agit de montrer que l'on a 'égalité = h (et
h sont des applications de X dans Y). Ona ( )=( ) = =p=ph= h, et
(£) = h(z). Ainsi et h sont deux relevements de :X—> a :Y—> qui

comncident en un point. Ils sont donc égaux, ce qui prouve notre assertion.
Déterminons le noyau de . Soit h un élément de (p) tel que (h) =1 . On a alors
h = et h est donc dans ( ). Inversement si h est dans ( ), ona h = , et par
définition de , (h) est l'identité de Y. D’ou le fait que le noyau de soit le groupe ()
et la proposition.

I1.3. Cas d’un re étement simplement connexe

Soit p : (X,z9) — ( ,bo) un revétement simplement connexe de  (s’il existe) :

X est donc par définition simplement connexe. On a construit un homomorphisme de

groupes :7i( ,bg) = (p) qui est défini par 'égalité (a)(z) = xg.« pour tout « de

(p) (ot zg.« est Popération de a sur z qui est dans la fibre p~1(bg)). Lorsque p est un

revetement simplement connexe de , est un isomomorphisme de groupes. On déduit
de ce qui précede le résultat suivant :

Théoreme 7.2. Il existe une correspondance bijective entre les sous-groupes du groupe
fondamental w1( ,bg) et les classes d’isomorphisme de revétements connexes pointés de
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base ( ,bg). ans cette correspondance, les revétements galoisiens sont les revétements
qui correspondent aux sous-groupes distingués de mw1( ,bg).

Démonstration : On remarque d’abord que le revétement p : (X, zo) — ( , o) est
un objet initial dans la catégorie des revétements pointés de base ( ,bg), autrement dit
que les revétements connexes pointés de base ( ,bg) sont des revétements intermédiaires
de p. Par ailleurs, ’ensemble des classes d’isomorphisme de revétements connexes pointés
de base ( ,bp) est exactement ’ensemble des classes d’isomorphisme de revétements
intermédiaires de p en effet, si  : (Y, o) = ( ,bo) et ': (Y', §) = ( ,bp) sont deux
revétements de p équivalents comme revétement connexes pointés, ils le sont aussi comme
revétements intermédiaires de p : soit A un homéomorphisme de (Y’, {) sur (Y, o) tel
que h= '".Si et ’sontles deux revétements (X,zo) — (Y, o) et (X,z0) = (Y, {)
correspondant & et ’, il suffit pour le voir de vérifier que h ' = , ce qui résulte du fait
que et h ' sont deux relevements de p & qui comcident en zq. Il suffit ensuite d’utiliser
le théoreme de la correspondance de alois et le fait que : w1 ( ,b9) = (p) soit un
isomorphisme de groupes pour obtenir le résultat.

Proposition 7.4. Supposons toujours X simplement connexe. Soit : (Y, o) = ( ,bg)

un revétement intermédiaire de p. Soit le revétement (X, z¢) — (Y, o) correspondant a
. Supposons que soit fini, i.e. que les fibres de soient finies de cardinal n. Alors I'image

de ~' () parmi(, o) dans mi( ,bg) est un sous-groupe d’indice n de mwy( ,bg).

Démonstration : On a la suite exacte de groupes

1 —)7T1(X,£L'0) — 7'('1(}/, 0) — ( ) — 1.

Puisque X est par hypothése simplement connexe, on a 71 (X, zo) = 1 et le groupe fon-
damental 71 (Y, o) est donc isomorphe via & (). Par ailleurs 'ensemble des classes a
droite de m1( , bp) modulo 'image de 71 (Y, o) par m1( , o) dansmi( ,bp) est en bijection
avec I’ensemble ~!(bg). Or l'application 71( , o) est injective. Donc 71 (Y, o) et son im-
age dans 71 ( , bg) sont des groupes isomorphes. On déduit de 1a que w1 ( , o) ~1( ())
est d’indice n dans m1( ,bp). D’ou le résultat.

I1.4. Existence d’un re étement simplement connexe

Dans toute la suite de ce paragraphe est un espace connexe et LCA. On va
démontrer le théoreme suivant qui fournit une condition nécessaire et suffisante pour
I’existence d’'un revétement simplement connexe de

Théoréme 7.3. our qu’il existe un revétement p : X —  tel que X soit simplement
connexe il faut et il suffit que  posséde la propriété suivante :

() : pour tout élément b de , il existe un ouvert  connexe contenant b tel que
IP’homomorphisme 7w1( ,b) — m1( ,b) induit par I'inclusion —  soit neutre, i.e. que
son image soit réduite a I’élémént neutre de m1( ,b).
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Remarques. 1) Le fait que I’'homomorphisme m1( ,b) — m1( ,b) soit neutre signifie
que tout lacet de  d’origine b est homotope dans  au lacet constant d’origine b.

2) Soit b un élément de et un ouvert connexe de contenant b tel que
I’homomorphisme 71 ( ,b) — 71( ,b) soit neutre. Alors pour tout point &’ de  ’homomorphismel}
m( ,b) = m( ,b') est aussi neutre (autrement dit la propriété ( ) relative &  ne
dépend pas du point b de ).

Démonstration : On remarque d’abord que est connexe par arcs, car il est connexe
par hypothese et est LCA. On choisit ensuite un chemin cde  d’origine b et d’extrémité
b'. L’application m1( ,b) — m1( ,b') définie par [ ] — [c™! ¢] est un isomorphisme de
groupes. De mémesii: —  est 'injection canonique, I'application [ | — [(ioc)™! (io
¢)] est un isomorphisme de 71( ,b) — w1 ( ,b’). Enfin si est un chemin de  d’origine
b, on a ’égalité des chemins (d’origine et d’extrémité b') (ioc™)(io )(ioc) =io(c™! ¢).
Cela entraine notre assertion.

Définition 7.2. On dit qu’un ouvert de  est privilégié s’il est connexe et si pour
tout b dans , ’homorphisme m1( ,b) — m1( ,b) est neutre.

Le théoreme peut alors se reformuler de la fagon suivante :

Théoreme 7.4. our qu’il existe un revétement p : X —  tel que X soit simplement
connexe il faut et il suffit que  puisse étre recouvert par des ouverts privilégiés.

Corollaire 7.1. Une variété topologique connexe posséde un revétement simplement
connexe.

Démonstration : En effet chaque point d’un tel espace topologique posseéde (par
définition) un voisinage simplement connexe.

Avant de commencer la démonstration du théoreme prouvons d’abord 1’énoncé suiv-
ant :

Proposition 7.5. our qu’un ouvert connexe de  soit privilégié, il faut et il suffit
que, pour tout couple de points b et b’ de , I'image de Iapplication : m( b,b') —
m1(  b,b'), définie par [ | — [io |, ait un seul élément.

Démonstration : Considérons deux éléments 3y et 51 de w1(  b,b"). On a By = [co]
et B1 = [c1], ol ¢y et ¢; sont deux chemins de d’origine b et d’extrémité b'. Dans
le groupoide fondamental de  on a 1’égalité f; = «a.fy, ou « appartient a m1( ,b). Il
résulte de 1’égalité des chemins i0c¢; = (i 0 @)(iocy) (ol a est un relevement de «)
que 'on a I'égalité (B1) = (). (Bo). Si  est privilégié, («) est I'élément neutre, et
donc (B1) = (Bo). Inversement, supposons que pour tout By et 81 de w1 ( b, b’) on ait

(81) = (Bo). On a alors en particulier (8y) = (). (Bo), pour tout a de w1( ,b).
Cela montre que pour tout « de m1( ,b), () est ’élément neutre. D’ott le résultat.



e onstr tiond t eore e

1) Montons que la condition ( ) est nécessaire pour lexistence d’'un revétement
simplement connexe. Soient donc p : X —  un revétement simplement connexe de
Soient b un point de et  un ouvert connexe trivialisant pour p. On montre que
est un ouvert privilégié. On considére pour cela une composante connexe  de p~!( )
qui s’envoie homéomorphiquement sur  via p. Soit = le point de  tel que p(z) = b.
Soient : [0,1] —  un lacet d’origine z et 5 : — et i: — X les inclusions
canoniques. Les applications jopo et poio sont égales (car poi = jop). En
particulier les homomorphismes de groupes que I'on déduit par passage aux quotients
m( ,z) » m(X,z) = m( ,b) et m( ,z) = m( ,b) = m( ,b) commutent. Puisque
m1(X, x) est réduit a 1’élément neutre car X est par hypothése simplement connexe, cela
entraine que I’homomorphisme m1( ,b) — 71 ( ,b) est neutre. D’oul notre assertion.

2) Inversement supposons que I’on puisse recouvrir  par des ouverts privilégiés. On
va construire un revétement p : X —  ou X est un espace simplement connexe. On
définit d’abord X en tant qu’ensemble. On choisit pour cela désormais un point by de
Par définition X est la réunion disjointe des ensembles 71( by, b) lorsque b parcourt
L’ensemble X est donc par définition I’ensemble des classes de chemins de  d’origine
by et d’extrémité quelconque. On définit alors I'application p : X — par 1’égalité
p(a) = z, ou x est 'extrémité de n’importe quel chemin qui représente . Autrement dit,
a un chemin de  d’originie by, p associe son extrémité. Il s’agit maintenant de définir
sur X une topologie telle que ’application p : X —  soit un revétement et que X, muni
de cette topologie, soit simplement connexe.

2.1) Définition des sections privilégiées : pour tout ouvert  privilégié, et pour tout
point = de p~!( ) on définit une section

— X,

telle que = appartienne & (). Considérons donc un ouvert privilégié et z un élément
de p~!( ). Posons b = p(z) : par définition b est 'extrémité de z. Soit b’ un élément de
. D’apres la proposition ci-dessous, il existe un élément de m1(  b,b") tel que 'image

de I'application 71 (  b,b') — 71 b,b’) soit réduite a . On pose alors par définition
) ==,
ou z. est le composé des chemins x  71(  bg,b) et de m1(  b,b"). Par définition

x. est donc un élément de 71 (  bg,b’'), et Uon a ainsi I’égalité

p( (0))=0".

Cette égalité définit donc une section : — X. Toute section obtenue de cette maniere
est appelée une section privilégiée. Ces sections possedent les propriétés suivantes :



(i) Soient un ouvert privilégié et x un élément de p~—!( ). Sib=p(z),ona (b) ==
(autrement dit x appartient a I'image de ) : cela résulte du fait que I’élément
qui correspond & b est 1’élément neutre de 71 ( ,b).

(ii) Les images de deux sections privilégiées sont soit disjointes soit égales. En effet, soit
2’ un point de (). Posons b = p(z). On a 2’ = (a) ou a appartient & . Par
ailleurs, on a par définition (a) = z. ¢ ou ¢ appartient a I'image de 1’application
m1( b,a) = m( b,a). Considérons alors un point b’ de .Ona (b)) =2'. /, ou

"appartient a 'imagede m1(  a,b') = m( a,b). Demémeona (b')==z. ,ou
appartient a 'image de m1( b,0') > m(  b,0). Onaalorsz’. "==z. ¢. ". Or .

/

appartient & 'image de Papplication m1(  b,b0") — mw1( b, b) (c’est facile & vérifier).

Puisque  est privilégié , on a donc = . ’ (cf. la proposition précedente). Cela
conduit a ’égalité 2’. ' =x. , et montre que (') = (b'). D’ou notre assertion.
(iii) Soient et ' deux ouverts privilégiés tels que ’soit contenu dans .Si : — X

est une section privilégiée, la restriction de & ' est aussi une section privilégiée :
cela résulte des définitions.

emme 7.4. Il existe sur X une topologie possédant la propriété suivante : pour tout
ouvert privilégié  contenu dans , et toute section privilégiée : — X, est un
homéomorphisme de  sur ( ), qui est ainsi un ouvert de X.

Démonstration : On définit la topologie suivante sur X une partie de X est
ouverte si et seulement elle possede la propriété ci-dessous :

pour tout x de il existe un ensemble de la forme ( ),olu  est un ouvert privilégié,
et : — X une section privilégiée, qui contient x et qui est contenu dans

érifions qu’il s’agit bien d’une topologie sur X. D’abord ’ensemble vide appartient

a la famille de parties de X définies de la sorte. Il en est de méme de la partie X : en effet
si z est dans X, il existe un ouvert privilégié de  tel que = soit dans p~!( ). Ainsi
appartient & (). Considérons maintenant une partie de la forme ( )et '( '). Soient
z un élément de ( ) (') et b = p(x). L’élément b est dans '. Puisque  est
localement connexe, il existe un ouvert connexe contenu dans " et contenant b.
L’ensemble  est un ouvert privilégié. Soient ; et [ les restrictions de et 'a . Ce
sont des sections privilégiées et z est dans 1( ) j( ). Onadonc ; = {.Silon note
. — X cette section privilégiée, "( ) est contenu dans ( ) '( ') et contient z.

Cela prouve notre assertion.

Démontrons maintenant le lemme. Soient donc  un ouvert privilégié, et : — X
une section privilégiée. D’abord  est évidemment une bijection de  sur ( ) dont
I'application réciproque est p. Par ailleurs, p est continue : soit un ouvert de . Soit
z un élément de p~!( ). Posons b = p(z). Soit ' un ouvert privilégié contenant b et
contenu dans (il en existe un par définition). Onapo ( )= 'etdonc ( '), qui

contient x, est contenu dans p~!( ). Cela montre que p~1( ) est un voisinage de chacun
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de ses points, autrement dit que c’est un ouvert de X. Enfin 'application est ouverte.

En effet, soit un ouvert de  contenu dans . L’ensemble est un ouvert privilégié,
— X est une section privilégié, et donc ( ) est par définition un ouvert de X.

L’application  étant ouverte continue et bijective sur ( ), cela montre le lemme.

érifions maintenant que p : X —  est un revétement. En fait tout ouvert privilégié
de est trivialisant pour p. En effet, p~1( ) est la réunion disjointe des ouverts ( ),
lorsque parcourt les sections privilégiées : — X. D’abord cette réunion est disjointe,
carsi () '( )n’estpasvidejona = ’.Parailleurssiz est dansp~!( ),z appartient
a (). Inversement pour toute section privilégiée : — X,p( ( )= et ( )est
contenu dans p~1( ). Or d’apres I'alinéa précédent, si est une section privilégiée de
dans X, p est un homéomorphisme de ( )sur (les ( ) sont alors nécessairement les
composantes connexes de p~!( ) car  est connexe). Cela prouve notre assertion.

Il reste a vérifier que X est simplement connexe. On étudie pour cela les chemins
de X d’origine la classe du chemin constant en by de . On notera xy cet élément

(o m( ,bo))-
emme 7.5. Soit f: I — X un chemin d’origine xo. osons g =po f:I — (g est
un chemin de ). our tout I,ona f()=[g¢, ot g; est le chemin de  défini par
Iégalité
9:( ) =9( ) pour tout
(On a g4(0) = p(xzo) = bo et g¢(1) = g( ) pour tout  1I).

Démonstration : Montrons que ’application de I dans X

— [gt]7

qui a I associe la classe du chemin g; de  est continue. On considere pour cela
un élément ; de I. On pose z1 = [g¢ |- Soit  un ouvert privilégié de  contenant
p(z1) = g( 1). Puisque g est une application continue, il existe un voisinage ouvert
de 1 dans I tel que pour tout ¢, g( ) appartienne & . La section privilégiée

— X est telle que  (g()) = [g4] () pour tout ¢ : en effet, cela
résulte des égalités  (g( )=  (g¢(1)) =  (p([g¢]))- Puisque les applications et g
sont continues, 'application — [g¢] est continue sur ; . Elle donc continue sur I tout
entier.

Par ailleurs on a p([g:]) = g+(1) = g( ) (par définition).L’application — [g¢] est
donc un relevement de g : I —  au revétement p: X —  qui prend la valeur zy en 0.
Or par définition f est aussi un tel relevement. On a donc f( ) = [g¢] pour tout I (cf.
le théoréme d’unicité des relevements des chemins). Cela montre le lemme.

in de la démonstration du théoreme : montrons d’abord que X est connexe par
arcs. Soit z un point de X. Par définition z est la classe [g] d’'un chemin de  d’origine
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bo. D’apres le lemme 7.5, Papplication — [g;] est le relevement de g d’origine zy. Son
extrémité est z. En effet, 'extrémité de — [g;] est [g1] qui, par définition, est [g] = z.
Cela montre que, pour tout x X, ¢ et x peuvent étre joints par un chemin. D’ou notre
assertion.

Il s’agit maintenant de prouver que le groupe m1 (X, zo) est réduit & ’élément neutre.
Soit @ un élément de 7y (X, xg). Soit f: I — X un lacet de X d’origine ¢ qui représente
a. Posons g = po f. D’apres le lemme, 'extrémité de f est [g1] = [g]. Or f(1) = zo. Ainsi
(9] = xo est la classe du lacet constant de  en by, autrement dit g est homotope au lacet
de constant d’origine by. Cela entraine que f , qui est le relevement de g d’origine xg,
est aussi homotope au lacet constant de X d’origine zy. D’otu le résultat.

Cela termine la démounstration du théoreme.



otions topolo i ues préli inaires

1. omotopie de deux applications continues
On note I le segment [0, 1].

Définition 1.1. Soient X et Y deux espaces topologiques. “tant données deux applica-
tions continues fo : X — Y et f1: X — Y, on dit que fy est homotope a fi s’il existe
une application continue

F: X I—-Y,

telle que, pour tout x dans X, l'on ait les égalités

F(z,0) = fo(z) et F(z,1)= fi(x).

Proposition 1.1. La relation d’homotopie est une relation d’équivalence dans I’ensemble
des applications continues de X dans Y .

otation. On notera [X,Y]| 'ensemble des classes d’équivalence d’applications contin-
ues pour la relation d’homotopie.

Proposition 1.2. Soient X, Y et trois espaces topologiques et pour ¢ = 0,1, soient
fi: X =Y, g9 :Y — deux applications continues. Si fy est homotope a f, et gg
homotope a g1, alors gy o fy est homotope & gy o f.

Cette proposition permet de définir la composition de deux classes d’applications.
On obtient ainsi une loi de composition

Y, 1 [XY]=[X, |,

définie par (p,1) — ¢ o1 qui est associative. Cela permet de définir une catégorie
(Tophom) dont les objets sont les espaces topologiques et ’ensemble des morphismes de
X dans Y est [X,Y].

2. Equi alence d’homotopie, type d’homotopie

Définition 2.1. On dit qu’une application continue f : X — Y est une équivalence
d’homotopie si sa classe dans [X,Y] est un isomorphisme de la catégorie (Tophom).
Autrement dit, une application continue f : X — Y est une équivalence d’homotopie si
et seulement si il existe une application continue g : Y — X telle que g o f soit homotope
a l'identité de X et que f o g soit homotope a 'identité de Y.

La composée de deux équivalences d’homotopie est une équivalence d’homotopie.
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Définition 2.2. On dit que deux espaces topologiques X et Y ont le méme type d’homotopiel}
s’il existe une équivalence d’homotopie f : X — Y. Cela revient a dire que X et Y sont
isomorphes dans la catégorie (Tophom).

Deux espaces homéomorphes ont le méme type d’homotopie, mais la réciproque est
fausse.

3. Espaces contractiles

Définition 3.1. On dit qu’un espace topologique est contractile s’il a le méme type
d’homotopie qu’un espace réduit a un point.

Proposition 3.1. Soit X un espace topologique. Les conditions suivantes sont équivalentesli

(i) X est contractile ;
(ii)  our tout espace Y, l'ensemble Y, X| posséde un seul élément ;
(iii) X est non vide et [ X, X| posséde un seul élément ;
(iv) Papplication identique de X est homotope & une application constante.

Démonstration : (i) = (ii) : par hyopthése X est homotope a un espace P réduit a
un point. Ainsi 'unique application ¢ : X — P est une équivalence d’homotopie. Si Y
est un espace topologique, ¢ induit donc une bijection

Y, X] = [Y, P],

définie par 1) — @ o1, ol ¢ est la classe d’homotopie de . Or [Y, P] a un seul élément.
D’ou I'implication.

Les implications (ii) = (iii) et (iii) = (iv) sont évidentes.

Démontrons maintenant I'implication (iv) = (i). On suppose donc que ’application
identique de X est homotope a une application constante ¢ : X — X :on a ¢p(z) = a
pour tout x de X. Par définition on a ¢ = ¢o0 f, ou f : X — a est application
constante et 2: a — X l'injection canonique. Puisque 7 o f est homotope a l'identité, f
est une équivalence d’homotopie, car foi: a — a est 'application identique. Cela
montre que X a le méme type d’homotopie qu'un point, i.e. que X est contractile. D’ou
le résultat.

Exemples d’espaces contractiles : 1) Soit  un espace vectoriel normé sur R. Tout
sous-espace X de  qui est étoilé par rapport & 'un de ses points a est contractile (cette
condition signife que pour tout z de X, le segment [a, x| est contenu dans X, autrement
dit que l'application x — a + (z — a), avec dans [0, 1], envoie X dans lui méme) : en
effet, la fonction F : X I — X, définie par F(z, ) =a+ (z— a), est une homotopie de
I’application constante x — a a ’application identique de X. En particulier les ensembles
convexes de  sont contractiles. Tel est par exemple le cas des boules ouvertes ou fermées
de



2) Soit X un espace topologique. On définit le co de X, que 'on note souvent,
(X), comme étant ’espace quotient de X I par la relation d’équivalence qui identifie
entre eux les points de X 0 , les autres classes d’équivalences étant réduites & un point.
On peut démontrer que (X)), muni de la topologie quotient, est un espace contractile.

4. Espaces connexes, localement connexes, connexes par arcs et locale-
ment connexes par arcs

Nous allons rappeler ces différentes notions qui sont fondamentales pour la théorie
des revétements des espaces topologiques. On considere désormais un espace topologique
X.

4.1. Connexité

On dit que X est connexe si les seules parties de X qui sont a la fois ouvertes et
fermées sont X et I’ensemble vide. Cela revient par exemple & demander que X ne soit
pas réunion de deux ouverts non vides disjoints, ou bien que toute application continue
de X dans un espace discret soit constante. Un sous-espace de X est connexe si, muni de
la topologie induite, c’est un espace connexe.

1) Si X est connexe, son image par une application continue est aussi un espace connexe.
2) Si X est réunion d’une famille ( ;) de sous-espaces connexes dont I'intersection t
1 , X est aussi connexe.

3) Si X et Y sont deux espaces connexes, le produit X Y est connexe.

4) Soient  un sous-espace connexe de X et  un sous-espace de X contenant et
contenu dans l'adhérence de . Alors  est connexe (en particulier 'adhérence de

est connexe).
5) Si X est connexe tout espace quotient de X est connexe.

Exemples. L’espace R™ est connexe. Les parties connexes de R sont les intervalles.
Les parties connexes de QQ sont les points. Un espace discret ayant plus d’un point n’est
pas connexe. L’ensemble  ,,(R) n’est pas connexe.

Définition 4.1. Une composante connexe de X est un sous-espace connexe maximal de
X.

6) Soit un sous-espace connexe non vide de X. Soit ( ;) la famille de tous les sous-
espaces connexes de X contenant . Alors la réunion des parties ; est un sous-espace
de X connexe et fermé qui contient . C’est la composante connexe de  dans X.
Une composante connexe de X est donc toujours une partie de X.

Supposons que X soit un o to olo 1 d’élément neutre e.

a) La composante connexe de e est un sous-groupe fermé distingué de X.

b) Supposons de plus X connexe. Soit  un voisinage de e . Alors le sous-groupe de
X engendré par  est X tout entier.



4.2. Connexité locale

On dit que X est localement connexe si tout point de X posséde un systéme fonda-
mental de voisinages connexes. Tel est par exemple le cas d’un ouvert de R (tout ouvert
d’un espace localement connexe est localement connexe). Un espace peut étre localement
connexe sans étre connexe : tel est le cas d’un espace discret ayant plus d’un point. Si X
est localement connexe, tout quotient de X est aussi localement connexe. Si X et Y sont
deux espaces localement connexes, le produit X Y est aussi localement connexe.

Proposition 4.1. our que X soit localement connexe, il faut et il suffit que toute
composante connexe d’un ensemble ouvert dans X soit ouverte dans X. n particulier

si X est localement connexe, les composantes connexes de X sont des ensembles ouverts
de X.

Démonstration : La condition est suffisante : soient x un point de X et  un voisinage
ouvert de X contenant x. La composante connexe de  contenant x est alors un voisinage
de x dans X. Inversement, soient  un ensemble ouvert de X et une composante
connexe de et x un point de . Par hypothese il existe un voisinage connexe de x
contenu dans . Par définition  est contenu dans , ce qui prouve que est un ouvert
de X. D’ou le résultat.

Corollaire 4.1. Si X est localement connexe, les composantes connexes de X constituent
une partition de X formée d’ensembles ouverts dans X.

On déduit de la que dans un espace localement connexe tout point posseéde un
systeme fondamental de voisinages o t connexes.

4.3. Connexité par arcs

On dit que X est connexe par arcs si pour tous points z et dans X, il existe un
chemin de X joignant x a . Si X est connexe par arcs son image par une application
continue est connexe par arcs. Le produit de deux espaces connexes par arcs est connexe
par arcs. Un espace réduit a un seul point, un sous-ensemble convexe de R”?, et R® — 0
si n est > 2, sont des espaces connexes par arcs. Si X est réunion d’une famille ( ;) de
sous-espaces connexes par arcs dont 'intersection t 1, X est aussi connexe par
arcs. Si X et Y sont deux espaces connexes par arcs , le produit X Y est connexe par
arcs.

Proposition 4.2. Si X est connexe par arcs, il est connexe.

Démonstration : Soit x un point de X. Pour tout point de X, il existe par hypothese
un chemin ¢ de X quijoint z & . Par suite on a ’égalité X = ¢ (I).D’ou le résultat,
car I est connexe, ¢ est continue et z appartient a tous les ¢ (I).
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Définition 4.2. Une composante connexe par arcs de X est un sous-espace connexe par
arcs maximal de X .

Etant donnée une partie de X, la composante connexe par arcs de est contenue
dans la composante connexe de . Ces deux composantes sont en général distinctes.

Soit  un sous-espace connexe par arcs non vide de X. Soit ( ;) la famille de tous
les sous-espaces connexes par arcs de X contenant . La réunion des parties ; est un

sous-espace de X connexe par arcs qui contient . C’est la composante connexe par arcs
de dans X.

4.4. Connexité par arcs locale

On dit que X est localement connexe par arcs si tout point de X posséde un systeme
fondamental de voisinages connexes par arcs. Un ouvert de R" est localement connexe
par arcs (tout ouvert d’un ensemble localement connexe par arcs est localement connexe
par arcs). Si X et Y sont deux espaces localement connexes par arcs, le produit X Y
est aussi localement connexe par arcs.

Proposition 4.3. our que X soit localement connexe par arcs, il faut et il suffit que
toute composante connexe par arcs d’un ensemble ouvert dans X soit ouverte dans X.

n particulier si X est localement connexe par arcs, les composantes connexes par arcs
de X sont des ensembles ouverts de X .

Démonstration : La condition est suffisante : soient z un point de X et  un voisinage
ouvert de X contenant z. La composante connexe par arcs de  contenant x est alors
par définition un voisinage de x dans X. Inversement, soient  un ensemble ouvert de
X, une composante connexe par arcs de et x un point de . Par hypothese il existe
un voisinage connexe par arcs  de z contenu dans . Par définition  est contenu dans

, ce qui prouve que est un ouvert de X. D’ou le résultat.

Proposition 4.4. Si X est connexe et localement connexe par arcs, il est connexe par
arcs.

Démonstration : Cela résulte du fait que les composantes connexes par arcs de X
sont ouvertes et fermées, et que X est connexe.
Corollaire 4.2. Si X est localement connexe par arcs, ses composantes connexes et ses

composantes connexes par arcs sont identiques.

Démonstration : Soit  une composante connexe de X. Il suffit de montrer qu’elle
est connexe par arcs : puisque est un ensemble ouvert, est localement connexe par
arcs, ce qui entraine le résultat d’apres la proposition précédente.
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Si X est localement connexe par arcs tout point de X possede un systéme fonda-
mental de voisinages o t connexes par arcs.

5. Espaces simplement connexes
Soit X un espace topologique non vide.

Proposition 5.1. Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) pour tout x et de X, I'ensemble w1(X x, ) posséde un seul élément ;
(ii) Pespace X est connexe par arcs, et pour tout z de X, le groupe 71(X, z) est réduit
a Pélément neutre ;
(iii) P’espace X est connexe par arcs, et il existe x dans X, tel que le groupe 71 (X, x) soit
réduit 4 I’élément neutre.

Définition 5.1. On dit que X est simplement connexe s’il satisfait aux conditions
équivalentes de la proposition ci-dessus. Un espace simplement connexe est donc un es-
pace connexe par arcs tel que tout lacet d’origine x X soit homotope au lacet constant
d’origine x.

Proposition 5.2. our que X soit simplement connexe, il faut et il suffit que I’ensemble
[ 1, X], des classes d’homotopie d’applications continues du cercle unité ' de R? dans
X, soit un ensemble a un élément.

Démonstration : 1) Montrons d’abord que cette condition est nécessaire. Supposons
donc X simplement connexe. Puisque X n’est pas vide, 'ensemble [ !, X] posséde au
moins un élément, & savoir la classe d’une application constante (toutes les applications
constantes ! — X sont en fait homotopes car X est connexe par arcs : prendre comme
homotopie 'application ¢ : ! I — X définie par ¢(z, )= (), ol est un chenin de
X joignant deux points a et b). Considérons alors f : ' — X une application continue. Il
suffit donc de montrer que f est homotope a une application constante. Si  est la relation
d’équivalence sur I consistant a identifier 0 et 1, Pespace quotient I/ est homéomorphe
A !vial'application — exp(2im ) passée au quotient. On déduit de 1a 'existence d’une
application g : I — X telle que, pour tout dans I, I'on ait

9()=[ exp(2im ) .

L’application g, qui est continue, est un lacet de X d’origine g(0) = ¢g(1) = f(1) = a.
Puisque X est simplement connexe, g est homotope au lacet constant de base a : soit
: I I — X une homotopie de de g a ce lacet constant. On a par définition les égalités

(,0)=g9(), (,1)=a, (0, )=a et (1, ) =a.
On considere alors I'application : ! I — X définie pour tout (z, ) ! I par

(z, )= (, ), ou =z =exp(2ni).



On constate alors que ’application  définit une homotopie de f a I’application constante
T — a.

2) Inversement supposons que [ 1, X] soit un ensemble & un élément. Montrons que
X est simplement connexe. D’abord X est connexe par arcs. En effet, soient a et b deux
points de X. Soit  une homotopie des applications de ! dans X définies par z — a et
x — b. Sil'on fixe un point zg de !, 'application :I — X définie par ()= (o, )
est un chemin de X joignant a a b. Soit alors z un élément de X et un lacet g : I — X
d’origine z. Il s’agit de montrer que g est homotope au lacet constant de base z. On
considére pour cela 'application h définie sur le bord du carré I I a valeurs dans X
par les égalités

D’abord cette application est continue. Il s’agit ensuite de pouvoir prolonger A en une
application continue sur I I tout entier. Soient 2 la boule unité fermée de R? et un
homéomorphisme I I — 2 qui transforme le bord du carré I I dans le cercle ! (une
telle application existe : le vérifier ). Par hypothese, 'application continue ho ~1: 1 —
X est homotope a une application constante. Elle se prolonge donc en une application
continue H : 2 — X (cf. ( )). L’application = Ho :I I — X est continue et
comncide avec h sur le bord du carré I I, ce qui prouve que est une homotopie de g
au lacet constant de base z. D’ou le résultat.

( ) On a utilisé le lemme suivant :

emme 5.1. Soit f: ' — X une application continue de ' dans X homotope 4 une
application constante. Alors f se prolonge en une application continue 2 — X.

Démonstration : Supposons que f soit homotope a ’application constante x — a via
une homotopie . On vérifie que Iapplication g : 2 — X définie par

a si0< z <1/2
9@ = 9 94 si1/2< 3 <1

est un prolongement cherché de f.
Corollaire 5.1. Tout espace contractile est simplement connexe.

Ce corollaire fournit des exemples d’espaces simplement connexes.
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